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DEUXIEME   PARTIE. 


LIVRE  PREMIER. 

COMPLEAIENT  DES  ELEMENTS  D'ALGEBRE. 


1.  Nous  comprenons  sous  le  titre  de  Complement  des  elements 
d'algebrej  les  notions  sur  Ics  series  et  leur  convergence,  le  deve- 
loppement  de  la  formule  du  binome  et  ses  applications,  la 
thöorie  algeljrique  des  logarithmes  et  ia  resolution  des  6quations 
exponenlielles. 


GHAPITRE  PREMIER. 

DES   SERIES. 

§  I.  Notions  preliminaives. 

2.  Definitions.  Une  serie  est  ime  suile  illimitöe  de  quantitcs 
qui  se  succedent  suivant  une  loi  determinee.  Ges  quantitcs  soni 
les  termcs  de  la  serie. 

Nous  representcrons  les  termes  d'une  sörie  par  w„,  Ui,  Ui 

n,„..  .  On  dit  que  w„,estle  terme  gmeral :  sa  valeur  depeiid  de 
Alg.  SP.  ß.  1 
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Celle  de  n,  et,en  y  donnant  ä  n  los  valeurs successives  0, 1,2,...., 
on  obtient  les  divers  termes. 

On  designepar  S„  la  somme  alg^brique  des  npremierstcrincs 
de  la  s^rie ;  de  sorte  que  Ton  a : 

5.  Series  convergentes  ou  divergentes.  On  ditqu'iine  scrie 
est  convergente,  lorsqu'il  existe  nne  limile  finic  dont  la  somme 
Sn  s'approchc  ind^fmiment,  ä  mesure  que  n  croil  indefinimonf. 
La  limite  S,  vers  laquelle  eile  tend,  se  nomme  la  somme  de  la 
&6rie. 

Sl,  au  conlraire,  la  somme  S„  ne  lend  pas  vers  une  limite  fixe, 
la  s6rie  est  dite  divergente.  Une  scrie  divergente  ne  represente 
rien,  et  ne  peut  ^Ire  d'aucun  usage  en  analyse. 

4.  Exemple.  Uno  progression  par  quotient  est  une  s6rie  con- 
vergente, lorsque  sa  raison  est  moindre  que  l'unil6.  On  a  vu 
(I,  570),  en  effet,  qu'en  supposant  q  moindre  que  1,  la  somme 

a-\-aq-\-aq^-\-aq^-{- +0^"+ ^ 


a 


s'approche  indöfiniment  de  la  limite  d6tcrmin6e  — — -. 

Une  progression  geometrique  indefinie,  dont  la  raison  sur- 
posse  l'unitc,  est  divergente.  Gar  la  somme  de  scs  termes  croit 
ind6finiment  avcc  leur  nombre. 

3.  Remarque.  Pour  quune  serie  soü  convergente,  il  faut  qu'a 
partir  d\m  terme  suffisamment  eloigne,  le  terme  un  lende  vers  zero, 
quand  n  augmcnte  indefuviment.  En  cfTet,  si  une  serie  est  conver- 
gente et  a  pour  limite  S,  on  peut  prcndre  n  assez  grand,  pour 
que  les  sommcs  S„,  S„+i,  S„+2  differcnt  de  S  aussi  pcu  que  Ton 
voudra.  Les  ditTerences  S„+i — S„,  S„^.2  — S„h,  sont  alors  aussi 
peliles  qu'on  le  vcut.  OrS„+i — S„  =  «„,  S„+2  — S„+i  — i/„+i.  Donc 
les  termes  tf„,  v„+i  tcndcnt  vers  zcro. 

Mais  edle  condition  neccssaire  n  est  pas  süffisante.  Pour  le  prou- 
ver,  iious  albus  faire  voir  que  la  sörie,  dite  harmonique, 


COMPLßMENT   DES  fiLfiMENTS  D'ALGEBUE.  3 

doiit  les  termcs  diminuent  indcfinimeiit,  est  cependant  diver- 
gonlc.  Ef,  en  cffct,  si  l'on  groupe  les  lermes  de  la  maniere  sui- 
vante : 

~2~\3    '    k)   '    \5^6^    7~8/~ 

~\n-j-i~n-\-2~n-^3~  ~  Sn/    '  * '  * » 

on  reconnait  quo  chaque  partie,  renferm^e  entre  parenthöses, 
est  plus  grande  que  --,  car  la  derniere,  par  exemple,  contient 

n  tennes^  tous  superieurs  ou  au  moins  6gaux  ä  — .  Or  la  s^rie  se 

compose  d'une  infinite  de  groupes  scmblables  ;  11  est  donc  evi- 
dent que  la  somme  peut  dq)asser  loute  limitc  assign6e. 

6.  Caractere  GENERAL  DES  SERiES  CONVERGENTES.  Le  caracterc 
d'une  Serie  eonvergente  consistc  dans  la  coudition  suivante. 

Pour  qu'iine  serie  soit  convergcnle,  il  faul  et  ü  suffit  quonpuisse 
prendre  dans  la  serie  un  nombre  n  de  lermes  assez  grand  ä  parlir 
du  Premier,  pour  que  la  somme  des  p  suivaiUs, 

soit,  quelque  grand  que  seit  p,  inferieure,  en  valeur  absolue,  ä  wie 
quanlite  doimee,  si  petite  quelle  soit,  et  lende  vers  zero,  quand  n 
crott  indefiniment. 

La  condition  est  n6ccssaire  :  car,  si  la  s6rie  est  eonvergente, 
on  peut  dünner  ä  nunc  valeur  assez  grande,  poür  que,  quel  que 
soitp,  les  deux  sommes  S„  et  S„+p  different  de  leur  liniite  com- 
mune Saussi  peu  qu'on  voudra  (5) :  leur  difference,  c'est-ä-dire 
la  somme  [a],  est  d'onc,  pour  celte  valeur  de  n,  inferieure,  en 
valeur  absolue,  ä  un  nombre  donne,  si  petit  qu'il  soit;  et  eile 
tend  vers  zero,  quand  n  croit  ind6(iniment. 

La  condition  est  suftisante  :  car,  si  eile  est  remplie,  on  peut 
cboisir  pour  n  une  valeur  determinee  n'  assez  grande,  pour  que 
la  sonune, 

[b]  Un  +  Un^l  -f-  Un'+i  +  •  •  •  '    +    ^'"Vpi 
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soit,  cn  valeur  absolue,  inf^rieure,  quclque  grand  que  soit  p, 
ä  un  nombre  donn6  «,  si  petil  qu'il  soll ;  par  suite,  pour  cclle 
valeur  n',  la  sommc  [b]  etant  comprise  entre — ael-{-oi,\a 
somme  Sn'+p  est  comprise  entre  les  deux  nombres  fixes  S„'  —  « 
et  S„'+  a-  Et,  cela  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  p,  il  est  Evi- 
dent que,  pour  tonte  valeur  de  u,  plus  grande  que  n',  la  somme  S„ 
sera  comprise  entre  les  memes  limites,  et  ne  pourra  pas  croitre  inde- 
ßniment  avec  n.  D'ailleurs,  si  Ton  donne  ä  n'  des  valeurs  de  plus 
cn  plus  grandes,  la  somme  [b]  tend  vers  zero ;  les  deux  nombres 
Sn'  —  a,  S„'  +  ot  sc  rapprochenl,  par  suite,  indöfiniment  Tun  de 
Tautrc;  la  somme  S»  a  donc  une  limite  finie  et  determinee.  La 
söric  est  convergente. 

7.  Remarque.  II  n'est  pas  toujours  facile  d'appliquer  le  ca- 
ractere  general  qui  precede,  et  de  d^cider  si  une  serie  est  con- 
vergente ou  divergente.  Un  des  procedcs  les  plus  elömentaires 
consiste  ä  comparer  la  s6rie  proposöe  ä  une  aulre  s6ric  que  l'on 
saitcLre  convergente  ou  divergente;  celle  comparaison  conduit 
ä  quelques  regles  qui  permeltent  de  prononcer  dans  un  grand 
nombre  de  cas.  Nous  nous  occuperons  d'abord  des  s6ries  dont 
tous  les  termes  sont  positil's. 


g  II.  Des  Sofies  ä  termes  positifs. 

0.  THEORt:ME  I.  Une  scrie,  ä  termes  positifs,  est  convergentef 
lorsquc,  äparlir  d^une  certaine  limile,  le  rapport  d'un  terme  aupre- 
ccdent  est  conslammcnt  moindre  qu'un  nombre  fixe  plus  pclit  que 
l'unite  :  il  ne  suffirait  pas  qu'il  fiU  conslamment  moindre  que 
Vunite. 

La  Serie  est  divergente^  lorsque^  äparlir  d'une  certaine  limile,  le 
rapport  est  plus  grand  que  Vunite, 

1"  Gonsidörons  la  Serie,  -^.^ 

Wo  +  «'i  -l-  ^'2  +  —  +  u„  -f-  Un+^  4- • .  •  • ; 

et  supposons  qu'ä  pailir  du  terme  «„,  le  rapport  d'un  terme  au 
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prdc^fleiit  soit  cons(aminont  plus  petit  qu'un  nombre  fixe  h  m- 
fciieur  ä  l'unitö;  noiis  aurons  : 

'*'u  '"n  +  1  W„+2 

On  dediiit  evidemment  de  ces  in^galilcs  : 

iin,i<f^u„,     Un^.<^khi,„    Un+s<k^u„, ; 

en  SOI  tc  que  les  termes  de  la  sörie  propos6e,  ä  pailir  de  ^^„  sont 
moindrcs  que  ceuxdela  progression  geom^trique  decroissante, 

u„-\-  kun  -f  khi^-{-khin-{- ; 

il  est  donc  impossible  que  leur  somme  crolsse  sans  limite.  Lors 
donc  qu'oii  prendra  un  nombre  de  lermes  de  plus  en  plus  grand 
dans  la  scrie  proposee,  la  somme,  qul  va  sans  cesse  en  aug- 
mentant,  puisque  tous  les  termes  sont  posilifs,  ne  pourra  ce- 
pendant  pas  surpasser  tout  nombre  donne.  II  est,  des  lors,  Evi- 
dent qu'elle  a  ime  limite,  precisöment  egale  au  plus  petit  des 
nombres  qu'elle  ng  peut  surpasser. 

2°  Si,  ä  partir  d'une  certaine  limite,  !e  rapport  d'un  terms  au 
precedent  est  plus  grand  que  l'unite,  il  est  6vident  que  les  ter- 
mes vont  en  croissant,  et  que,  par  suite,  leur  somme  augmente 
sans  limite.  La  serie  est  donc  divergente. 

Remarque.  La  demonstration  preeßdente  serait  en  d^faut,  si 
Ton  avait :  k=l.  Dans  ce  cas,  11  y  aurait  doute;  et  la  s^riepour- 
rait  etre  convergente  ou  divergente,  comme  on  va  le  voir  par 
des  exemples. 

9.  CoMMENT  ON  APPLiQUE  CE  THEOREME.  Ordinairemeut  le  rap- 
port d'un  terme  au  precedent  converge  vers  une  limite  l,  quand 
n  croit  indefiniment. 

Si  l  est  infcrkur  ä  Virnite,  on  peut  cboisir  arbitrairement,  entre 
l  et  1,  un  nombre  dclerminc  k.  Puisque  le  rapport  tend  vers  l, 
dn  peut  prendren  assez  grand,  pour  que  ce  rapport  soit  con- 
stammenl  införieur  ä  k,  qul  est  plus  pelit  que  1.  La  serie  est  donc 
convergente 
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Si  l  est  plus  grand  quc  runite,  on  peiit  cncore  choisir  arLilrai- 
rement,  cntre  1  et  /,  im  nombrc  deteimine  k;  et  le  rapport,  se 
rapprochant  ind^fiiiimenl  de  /,  finira  par  dcvenir  constamment 
plus  grand  que  /s,  qui  est  superieur  ä  l'unit^.  La  serie  est  donc 
divergente. 

Si  l=\,  ily  a  doutc;  et  le th^oreme  I  est  insuffisant, pourper- 
nietlre  de  prononcer  sur  la  convergence  ou  la  divergence  de  la 

s6rie.  Cependant,  si  le  rapport  -^^  fmit  par  etre  toujours  au- 

l'n 

dessus  de  sa  limite  1,  la  serie  est  divergente;  car  alors  les  tcrmes 
finissent  par  aller  toujours  en  croispant;  et,  comme  ils  sont  lous 
posilifs,  leur  somme  peut  devenir  plus  grande  que  toute  quan- 
tite  donn6e. 

10.  Limite  de  l'erreur  commise.  La  d^inonstration  du  thöo- 
r^me  I  f'ait  connaitic  une  limite  de  l'erreur  que  Ton  commct, 
lorsque  Ton  s'arrele,  dans  la  somnialion  d'une  serie  conver- 
gente,  ä  un  terme  d'un  certain  ordre.  Supposons,  en  efTet,  qu'ä 
partir  du  terme  Wj,  le  rapport  d'un  terme  au  prec^dent  soit 
constamment  plus  pclit  qu'un  nombre  k  inf^ricur  ä  l'unitö;  les 
termes  «.+1,  i',+2,  w.+s^--.  seront  (8)  respcctivcment  moindres 
que  kiti,  khii,  khii, . . . ;  et  par  suite,  la  somme  des  termes  que  l'on 
n^glige,  quand  on  s'arrete  ä  «,_i,  sera  moindre  que  Ui-{-kui 

-\-khii-]-^Ui-\- . . .,  ou  que-    '   .  Ainsi,    en  dcsignant  par  e 

Terreur  commise,  on  a  : 

Vi 


e< 


l  —  k' 

11.  Exemples.  1°  Soit  la  s6rie  ; 


M     '+1+0+073+1^4+- ••+T:53r^.+--    ^ 

Le  rapport  du  (^i-j-l)"*  terme  au  precedent  est-;  sa  limite  est 

2cro,  quand  n  ci  olt  indefiniment.  La  sörie  est  donc  conver-     j 
gente. 

Si  l'on  s'arrete  au  terme  7-^-r 7,  le  rapport  de  Tun  quel-     j 
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conque  desteriiies  qui  le  suivciit  au  pr^cedeiit  est  toujours  infe- 
licur  ä  ;  on  peut  donc  prendre  k=  ;  et  Ton  trouvc, 

1  ~J~  1  i  —T~    1 

pour  Terreur  commise  : 


£< 


1.2.3 i\  ^i) 


r 


2"  Si  Ton  considere  la  sörie  harmonique  [1]  (n"  S),  le  rapport 

du  n""  terme  au  pröcMent  est ,  ou  [l  —  ).  II  est  toujours 

plus  pelit  que  1;  mais  sa  limite  est  1,  quand  n  croit  ind^fini- 
ment.  II  y  a  doute;  mais  on  a  d^^monlr^  (o),  par  un  proced^ 
parliculier,  que  la  särie  est  divergente. 

3°  Soit  encore  la  serie  : 

[3]  i+p+-3,  +  ^.+  ....+i+....; 

le  rapport  du  n""  terme  au  pröc^dent  est  - — ~-,  ou  ( l  — )  : 

et  sa  limite  est  eucore  l'unite.  Le  llieoremo  I  ne  nous  apprend 
donc  ricn.  Mais,  que  Ton  groupe  les  termcs  de  la  maniere  sui- 
vante ; 

+  (8-.+  ^.+  ....+^^.)  +  ...., 

c'est-ä-dire,de  teile  sorte  que  cliaque  groupe  commence  parun 
Icrme  dont  le  dcnominaleur  est  une  puissance  de  2;  la  valeur 

du  premier  f:roupc  sera  plus  petite  que  2  fois-^ou  que  -;  celle 
du  second  sera  moindre  que  4  fois-^,  ou  que  -;  celle  du  troi- 
sieme  sera  inferieure  ä  8  fois  -r,  ou  ä  - ;  et  ainsi  de  suite.  La 

o  o 

somme  des  termes  de  la  sßrie  est  donc  moindre  que  celle  des 
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termes  de  la  progression  d^croissante  1  +5  +  4  +  ö4"--'-  ^o 

Serie  est  donc  convergente. 

12.  Gas  ou  la  serie  est  ordonnee  par  Rapport  aux  puis- 
SANCES  d'une  variable.  II  aiTivB  souvent  qu'une  s6rie  est  or- 
donnee par  rapport  aux  puissances  entieres  elcroissantes  d'une 
variable  x.  Si  le  terme  g^neral  w„  est  6gal  ä  AnO?",  le  rapport 

-^  sera  6gal  ä  -^  x]  et,  si  Ton  d6signe  par  /  la  limite  vers  la- 

A 
quelle  tend  le  rapport  des  coefficienls-^,  quand  ?i-croit  indö- 

finiment,  le  rapport  des  deux  termes  aura  lui-mSme  pour  limite 
Ix.  La  sörie  sera  donc  convergente,  si  Ton  a  (9) : 

te<l,    ou    x<,^' 

Ainsi  la  s6rie  sera  convergente,  tant  que  x  sera  plus  petit  que 
y-j  et  divergente,  quand  a;  sera>j.Ilyauradoute,  sil'ondonne 

hx  \a  valeur^. 

ExEMPLES.  1°  La  s6rie 

"•  ^  ~1^  1.2^1.2.  3^  ^  1.2.  3. ...71^ 

a  pour  coefficients  les  termes  de  la  s6rie  [2];  le  rapport  des 

coefficients  "Y^'  est  donc  6gal  ä-,  et  sa  limite  1  =  0.  La  s6rie 

An  n 

est  donc  convergente  pour  toute  valeur  de  x  infericure  ü-, 
c'est-ä-dire  quel  que  soit  x. 
2»  La  Serie 

/y»  /V»2  /yi3  /y,'>  /y,H 

•■  -^  1  ~  2  ^  3  ^  4  ^  ^  n  ^ 

a  pour  coefficients  les  termes  de  la  sörie  harmonique  [1];  le 
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rapport  des  coefficients  est  donc  ( 1 j,  el  salimite  est  1.  La 

sörie  est  donc  convergente  poiir  loute  valeur  de  x  plus  petitc 
que  1,  et  divergente  pour  toute  valeur  de  x  plus  grande'  que  1. 
II  y  aurait  doute,  pour  x=\  '.  mais  nous  savons  (3),  qu'alors  la 
Serie  est  divergente. 

15.  Theoreme  IL  Une  serie,  ä  termespositifs,  dont  le  terme  ge- 

neral  est  Un,  est  convergente,  lorsque  \v„  est^  pour  une  certainc  va- 
leur de  i),  et  pour  lautes  les  valeurs  plus  grandes,  plus  petit  qu'un 
nombre  fixe  k,  inferieur  ä  Vuniie.  Elle  est  divergente,  lorsque  (/u„ 
est  constamment  plus  grand  que  runite. 

1°  Si,  ä  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  on  a  constamment 
\/un<.k,  on  en  deduit  les  inegalit6s  suivanles  : 


Wn</«",     w«+i</^"-^S     Un^2<k"^\ 


en  Sorte  que  les  termes  de  la  s6rie  proposö:-,  ä  partir  de  Un,  sont 
moindres  que  ceux  de  la  progiession  göometriquedecroissante 

;j.n_i.;j.n+l  _j_;i,n+2_j_n+3_|_ 

On  en  conclut  comme  au  n°  8,  que  la  s6rie  est  convergente. 

2°  Si,  au  contraire,  ä  parlir  d'une  certaine  valeur  de  ?i,  v^w„ 
est  constamment  sup^rieur  ä  l'unit^,  il  en  est  de  mäme  de  w„; 
par  suite  les  termes  vont  en  augmenlant :  et  leur  somme  peut 
d^passer  toute  grandeurdonn6e. 

Remarque.  La  demonslration  est  en  döfaut,  si  k=l.  Dans 
ce  cas,  il  y  a  doute ;  et  Ton  ne  peut  affirmer,  en  gen6ral,  si  la 
Serie  est  convergente  ou  divergente. 

14.  COMMENTON  APPLTQUE  LE  THEOREME.  Ou  prOUVC  d'aillcurs, 

comme  au  n°  9,  que  si  \^ii„  tend  vers  une  limite  l  plus  petite 
que  1,  la  s6rie  est  convergente  ;  que  si  l  est  superieur  ä  l'unitö, 
la  Serie  est  divergente ;  et  qu  il  y  a  incerlitude  dans  le  cas  oü 

1  =  1.  Cependant  si  \/un  finit  par  etre  constamment  au-dessus 
de  sa  limite  1,  la  s^rie  est  divergente. 

13.  Limite  de  l'erreür  commise.  Dans  le  cas  oü  la  s^rie  est 
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convergente,  la  demonstralion  preccdcnle  fournit  unelimitede 
rcrrciir  £  que  Ton  conimct,  lorsqu'on  s'arröte  ä  un  terme  w,,.,. 
On  a  6videmment ; 

h  6lunt  une  limite  supörieure  de  V^« 

IG,  Remabque.  Les  limites  dont  les  dcux  th^oremes  I  et  11 
füllt  dependie  la  convergence  sonl  n6ccssaircment  6gales  entrc 
elles. 

Süit  en  cffet  la  serie 

et  liml^  =  /e, 

\hn"\IUn  =  k\ 
dans  la  seile 

11^  -f-  w,.r-l-  u,x-  ...-{-  iinCc"-\- , 

le  rappotl  d'i:n  terme  au  prec^denta  pour  liinile  h„,  et  pnr  con- 
s^queiit  eile  est  convergente  oii  divergente  suiv.mt  que  x  est 

plus  petit  ou  plus  grand  que  t,  mais  la  racine  n"*^  de  terme  gc- 

n^ral  «„a;"  a  pour  limite  k'x,  et  par  cons6quent  en  vertu  du 
th^oreme  II,  eile  est  convergente  ou  divergente  suivant  quen 

est  plus  pe(it  ou  plus  grand  que  p,  les  deux  r^sultats  ne  peu- 

vent  s'accordcr  que  si  k  est  ögal  ä  k'. 

J  17.  Theoreme  III.  Si  les  tcrmes  d'une  seriej 

vont  constamment  en  diminuant,  ä  partir  dupremicr,  cette  serie 
sera  convergente  ou  divergente,  en  mcme  temps  que  la  serie, 

«o  +  2Ui  +4h3-|-8u,-{-16Ui5-|-,  . . . 
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En  effct,  supposons  d'nbord  la  premiere  särie  convergenle. 
Oll  a  evideinment  les  relations  : 

8«,    <2i^,-[-2(/5  +  2i/c-|-2!^7, 
16i;,3  <2(^8  +  2t^9+2i^o+....  +2u.„ 


Si  I'on  ajuule,  mcmljre  ä  mcmbre,  ces  iiR-galiles,  on  a  : 
11(1  -f-  2tf  1  +  liiis  -{-  8U7  -j- 1  7Mi5  +  •  •  • . 
<Mo  +  2Wi  +  2u2+2w3  +  2?^+..  ..+2f^n+..  .; 

donc  la  somme  d'un  cerlain  nombre  de  termes  de  la  seconde 
s6rie  est  plus  pditc  que  le  double  de  la  somme  des  Icrmes  de  la 
premiere,  termines  au  lerme  de  möme  indicc.  Or,  cellc-ci  est 
convergenle,  par  bypothc^e;  donc  la  seconde  Test,  ä  plus  forte 
raison.  Donc  la  convergence  de  la  premiere  entraine  celle  de  la 
seconde. 

Supposons  maintenant  que  la  premiere  serie  soit  divergente. 
En  groupant  les  termes  d'uneautre  manicre,  ona  t'videmment: 

2Mi>Ui4-W2, 

8»:>t(7  +  l«8  +  W94- -}-«,4, 


d'oü,  en  ajoutant  membre  ä  membre, 

l/o  +  2!?i-}-4?^3-f  8U7-I- l 

Ainsi  la  somme  d'un  cerlain  nombre  de  termes  de  la  seconde 
sörie  est  plus  grande  que  la  somme  des  termes  de  la  premiere, 
terminßsau  terme  d'indice double.  Or  cclle-ci  croit  indellnimcnt, 
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par  hypothese  :  donc  la  seconde  est  divergente.  Ainsi  la  diver- 
gence  de  la  premiere  entraine  la  divergcnce  de  la  seconde. 
G'estce  qu'il  fallait  d^montrer. 

18.  Applications.  Prenons,  pour  la  premiere  s6ric,  la  sui- 
vante  : 

la  seconde  sera : 

l_|_2i-»-j-4*-«-}-8'-»+.  .,. 

Or  cette  derniere  est  iine  progression  geometriqne,  dont  la 
raison  est  2*-".  Donc  eile  est  convergcnte,  si  a  est  plus  grand  que 
l'unit^;  eile  est  divergente,  si  a  est  egal  ou  inferieur  ä  Tunile. 
Donc  la  premiörc  s6rie  est  convergente,  si  ot>.l ;  et  divergenle,, 
si  a^^l. 

Nousavons  d6jä  obtenu  ces  r^sultats  pourla  s6rie  [I]  oüa=l, 
et  pour  la  s6rie  [3]  oü  a=2. 

Prenons  pour  la  premiere  serie,  ia  suivantc  : 


2(log2)"  '   3(iog3f  '  4(log4/  '  '         '  ?i(lüg7/)«  '    "• 
La  seconde  sera ; 

l_}__i__i_J_.  _]__!_        -4-^J— J- 

^(iug2r^(i.,g4r^(iog8r^-  •••  ^(iog2r^°-°° 

ou,  en  remarquant  que  (log  2'')"=?(,"  (log 2)", 

^"^ (log  2)4        2""^  3»"^ "^i7"^*""7 

Or  la  Serie,  renfermee  entre  parenlh^ses,  n'est  autre  que  la 
Serie  [6].  Donc  eile  est  convergente,  si  a  est  plus  grand  que  1  ; 
et  divergente,  si  a  est  egal  ou  inferieur  ä  1.  II  en  est  donc  de 
menie  de  la  s6rie  [7]. 

19.    Remarque.  II  n'est  pas  n^cssaire,    pour   appliquer  le 
theoreme  III,  de  commenccr  la  seconde  serie  par  le  premier 
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[o.vme  delapremiere  :  car  la  convergenced'unes^rie  ne  depcnd 
que  de  ses  termes  61oignes.  Ainsi,laissant  decotelesi  premiers 
lermes,  on  coiisid(5iera  les  deux  s6ries  : 

dies  seront  convergenles  et  divergentes  eiisemble. 

20.  Theoreme  IV.  Une  scrie,  ä  termes  positifs,  est  convcrgente, 
lorsqiie,  ä  partir  d\in  cerlain  terme,  le  rapport  du  logarühme  de 

—  au  logarühme  de  n  est  constamment  plus  grand  qiCun  nombre 

fixe  k,  superieur  ä  Vunile.  Elle  est  divergente,  si  le  rapport  est  con- 
stamment plus  pelit  que  Vunite. 

1°  Si  le  rapport  de  log  —  ä  log  n  est  constamment  plus  grand 

que  /c,  il  en  ri^sultc  que  Ton  a  : 

log->/^log?i,    QU    log  — >logn''; 

Un  Un 


et,  par  suite, 

1  .      ,.  .1^ 


->..',    ou    ..,.,<,^. 


Les  termes  de  la  serie  proposee  soiit  donc,  ä  partir  de  w„,  plus 
petits  que  les  termes  correspondants  de  la  s6rie 

\k    1^/,,     1    Ci\k    r«  •  •  •    3 


n"  ^  (n+1/  '  ('iH-2)* 

or  celtc  dernicrc  est  convcrgente,  puisque  k  est   plus  grand 
que  l  (17).  Donc  la  s6rie  proposee  est  aussi  convcrgente. 

2°  Si,  au  contraire,  le  rapport,  a  parlir  de  w„,  est  constamment 
inl'ericur  ä  l'unite,  on  en  conclut : 

.      -   ^,  1   ^  ^^ 


14  LIYRE  I. 

Lcs  termes  de  Ja  scrie  proposös  sont  donc,  ä  parllr  de  if„,  plus 
grands  quc  ccux  de  la  scrie 

i_i-^L_  .  __L_  . 

laquclle  est  divergente  (5).  La  serie  proposce  est  donc  diver- 
gente. 

CoMMENT  ON  APPLiQUE  LE  TiiKOREME.  Si,  comme  ccla  arrlve 

le  plus  ordinairemenfjle  rapport  de  log  —  ä  logn  convergevcrs 

une  limite  /,  on  prouvcra,  conimc  au  n°  i),  (jue  la  serie  est  con- 
vergenlo,  quand  l  est  sup6rieur  ä  l'unit^;  qu'olle  est  divergente, 
quand  l  est  inferieur  ä  1  ;  et  qu'il  y  a  inccrlitude  dans  le  cas  oü 
/=1.  Cc[)endant,  si  le  rapport  finissait  par  etre  conslaniment 
inferieur  ä  sa  limite  1,  la  s6rie  serail  divergente. 

21.  Remarques.  Teiles  sont  les  rögles  les  plus  61(^men(aires,ä 
l'aide  desquelles  on  se  prononce  sur  la  convergence  des  s6ries  ä 
termes  positifs.Il  en  cxiste  d'autres,  que  nous  n'avons  pas  k  cx- 
poser  ici.  Nous  ferons,  toutefois,  lcs  deux  remanjues  suivantes, 
qui  trouvent  fr^quemment  leur  application. 

1°  Si  une  scrie,  dont  tous  lcs  termes  sonl  positifs,  est  convergente, 
elleleseraencore,  quandon  midtipliera  tous  ses  termes  pariaimeme 
nombre  quelconque ,  ou  meine  par  des  nombres  diß'erents ,  pourvu 
qiiils  soient  finis. 

Ell  cffct,  si  l'un  pcut  prendren  asscz  grand ,  pour  que  la 
somme 

soit,  quelque  soil  p,  aussi  pelite  qu'on  le  veuf,  et  tende  vers  zcm, 
quand  n  augmcnte  indeliuiment  (6),  il  en  scra  de  meine  de  la 
somme 

puisqu'elle  est  införieure  ä  la  somme 

dans  laquellc  A  est  le  plus  grand  des  cocfticients  iniroduits 
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2°  Si  Von  a  une  serieconvcrgente, 

W0  +  W1+W2  +  W3  + +w„-}- , 

et  qu'une  autre  serie^ 

soit  teile,  qu'ä  partir  du  terrae  d'un  certain  rang  i,  on  aü  constam- 
ment  : 

cette  seconde  serie  est  aussiconvergenle.  Gar,  si  Ton  mulliplie  la 
prorniere  par  — ,  nombre  fini,  on  obtient  iinc   nouvelle  scrie 

Ui 

qui,  d'apres  la  premiere  remarque,  est  encore  convorgentc.  Or, 
ä  partir  du  termc  Vi,  les  termes  de  cette  nouvelle  serie, 

sonl  plus  grands  qiie  les  lermes  correspondanls  de  la  seconde, 

Vi  +  Vi+i  -f-  Vi+i  +  .  .  .  . 

Donc  cette  derniöre  est,  ä  plus  forte  raison,  convergente. 
g  III.  Des  series  dont  tous  les  termes  ne  sotit  pas  positifs. 

22.  Theoreme  I.  Lorsqu'une  serie  n\i  pas  tous  ses  termes  de 

meme  signe,  ü  suffit  pour  qu'elle  soit  co7ivergente,  quelle  le  soll 
quand  on  donne  le  meme  signe  {-\-  par  exemple)  ä  tous  ses  termes. 

En  elfet,  puisque  la  s6rie  ä  termes  posilifs  est  convergente, 
on  peut  prendre  pour  n  une  valeur  i  assez  grande  ,  pour  qu'ä 
partir  du  terme  Ui,  la  somme  des  p  suivants  soitaussi  pclite  que 
Ton  voudra,  et  tende  vers  zero,  ä  mesure  que  i  croit  [6].  II  en 
sera  donc  de  meme,ä  plus  forte  raison,  de  la  somuie  alf;el)rique 
desp  termes  correspondanls  de  la  serie  proposee,  puisque,  Oans 
la  premiere  tous  les  termes  s'ajoutent,  et  que,  dans  la  seconde, 
les  uns  s'ajoutent,  et  les  autres  se  retranchent.  Donc  ki  serie 
propos^e  [6]  est  convergente* 
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On  pourra  donc  appliquer  ä  ces  nouvelles  s^ries  les  rfeglesde 
convergence  donnees  pour  Celles  dont  tous  les  termes  sont  posi- 
lifs ,  et  d^lerminer  de  meme  une  limite  de  l'erreur  que  l'on 
commet  en  s'arretaiit  ä  un  terme  de  rang  quelconque.  Mais  il 
peilt  arriver  qu'unc  seile,  dont  les  tcrmcs  ne  sont  pas  tous  posi- 
tifs,  solt  convergente,  et  qu'elle  devienne  divergente,  quand  on 
donne  le  in6me  signe  ä  tous  ses  termes.  II  est  donc  utile  de  don- 
ner  des  regies  specialement  applicables  ä  ce  cas  :  nous  iious 
Ijornerons  ä  la  suivante. 

23.  Theoreme  IL  Si  dans  une  serie,  les  termes  sont  alternative- 
ment  posüifs  et  negatlfs,  et  qü'ils  decroissent  indeßninient,  la  scrie 
est  convergente. 

Soit,  en  effet,  la  sörie  : 

Wq  —  '"l  +  «2  —  ^'3  -h  «4  —  •  .   •  •    -h  ^'»  —  Wn+l  +  Un+2 •   .  •  .  , 

dans  laquclle  les  termes  i<o,  i/i,  1/2  •• .  vont  toujours  en  dimi- 
nüant,  de  teile  sorte  que  chacun  soit  plus  petit  que  le  prec6dent, 
et  que  w„  puisse  devenir  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  si  n  est 
suffHammenl  grand. 

Nommons  S^,  Sj,  Sa,. . . .  S„, .. . .  les  diverses  sommes  qu'on 
obtient,  en  arrelant  la  serie  successivement,  au  terme  Ug,  au 
terme  Vi,  au  terme  «2,.  ...  au  terme  w„.  Repr^senlons  ces  sommes 


0     Si       t^3       S,        S,       8       Ss      Se       S,       S,       S„     X 

La  premierc,  So,  sera  represent^e  par  OSo-  La  seconde,  Si^ 
etant  6gale  a  u^—Ui,  est  plus  petile  que  Sj;  representons-la 
par  la  longucur  OSi-  La  troisieme,  S2,  6tant  egale  ä  Si+Wa, 
est  plus  grande  que  Sj ;  mais  eile  est  plus  petite  que  S^;  car  , 
pour  la  former,  ä  So  on  a  ajoute  —  Ui-^-u^,  quantitö  negative  : 
eile  sera  donc  rcpresenlec  par  OS2.  La  qualrieme,  S3,  etant  6galc 
>^  S2  — «s,  est  plus  peiile  que  Sj;  mais  eile  est  plus  grande  que 
Si;  car,  pour  la  former,,  ä  Si  on  a  ajoutö  Wg  — 1<3,  quantite  posi- 
tive :  nous  la  reprösentons  par  OS3.  Et  ainsi  de  suile.  D'apres 
cela,  les  sommes  Si,  S3,  85,. . .  .  foiment  une  s6rie  croissanle,  cl 
les  sommes,  S„,  S2,  84,.  .. .  forment  une  serie  decroissanle.  D'ail- 
leurs  les  termes  de  la  premiöre  seile  n'augmentent  pas  indeli- 
niraent,  car  ils  sont  tous  plus  pelils  que  les  divers  termes  de  la 
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seconde;  cela  resulte  de  la  loi  nieme  de  leur  fonnation.  D6s  lors, 
il  est  6vident  que  ces  termes  ont  une  limite,  qui  est  precis^ment 
le  plus  petit  des  nombres  qu'ils  ne  peuvent  pas  depasser.  De 
meme, les  termes  de  la  sörie  decroissante, S,, Sj,  S4,. ... ontiine 
limite;  car  ils  sont  plus  grands  que  chacua  des  termes  de  la 
s6rie  croissante ;  et  cette  limite  est  le  plus  grand  des  nombres 
auxquels  ils  restent  conslamment  superieurs.  EnfirijCes  deux 
limites  sont  les  m6mes;car  on  a  :  82»  —  San-i^^Wa«;  et,  parcon- 
s^quent,  la  difference  entre  deux  termes  correspondants  des 
deux  series  ä  indices  pairs  et  impairs,  peut  devenir  aussi  petite 
que  l'on  voudra.  II  y  a  donc,  sur  la  droite  OX,  entre  les  extre- 
mit^s  des  longueurs  qui  repr6sentent  Sj«-!  et  Sj«,  une  distance 
qui  diminue  indefiniment,  quand  n  augmenle  indefiniment;  de 
Sorte  que  ces  extremiles  se  rapprochent  indefiniment  d'un 
point  S,  qui  est  leur  limite  commune.  La  longueurOSrepr^sente 
la  somme  de  la  s^rie. 

24.  Limite  de  l'erreur  commisk.  Verreur  que  Von  commet, 
lorsque  Von  s'arrete  ä  im  terme  n,-_i,  est  moindre  que  le  terme  sui- 
vant  et  de  meme  signe  que  lui.  Eti  effet,  la  somme  S  de  la  serie  est 
evidemment  comprise  entre  S,_i  et  S,-.  Donc  l'erreur  commise, 
en  prenant  S,  pour  valeur  approch6e  de  S,  est  moindre  que  la 
difference  entre  S,-  et  S,-i,  laquelle  est  ±  Ui.  Les  valeurs  appro- 
cliöes,  que  Ton  obtient  en  considörant  un  nombre  de  termes  de 
plus  en  plus  grand ,  sont  donc  alternalivement  trop  grandes  et 
trop  petites  :  muis  l'erreur  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que 
le  premier  des  termes  que  l'on  n6glige. 

23.  ExEMPLE.  Soit  la  s^rie  : 


X-    ,    iC^        X''    ,    X^  X'"    ,      X- 

L8J      ^-T+T-7-  +  ^----  •-•^-f-cT 


2    '    3        4    '    5  2u   '   2n4-l 

Le  rapport  d'un  terme  au  pr6c6dent  est,  en  valeur  absolue, 

— 1 — x:  et  sa  limite  est  x.  Donc  la  serie  sera  convergente  (0  et 

22),  si  la  valeur  absolue  de  x  est  införieure  ä  l'unit^.  Elle  sero 

divergente,  si  x  est  plus  grand  que  1.  On  verra  plus  lard,  d'ail- 

Alg.  SP.  B.  2 
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leurs,  que,  dans  ce  cas,  les  termes  ne  dimiiiucnt  pas  indefmi- 
ment.  Si  a;  =  l,  la  serie  est  convergente  (22)  ;  car  eile  devient 


et  ses  termes,  alternalivement  positifs  et  nögatifs,  dßcroissenl 
indöfiniment.  Si,  aa  contraire,  on  falt  x=  —  1,  on  relrouve  la 
s6rie  harmonique,  qui  est  divergente. 
Entin,  lorsqiie  la  s6rie  est  convergente,  l'erreur  e  commise. 

en  s'arretant  au  terme r,  est  moindre,  en  valeur  absolue, 

que  — ,  et  de  möine  signe  que  ce  terme. 

26.  Remarque.  Quand  unes6rie,  donttoiis  les  termes  ne  sont 
pas  positifs,  est  convergente  ind^pendaminen  t  des  signes  de  ses 
termes,  on  peul  la  considörer  comnie  la  difference  des  deux  sd'» 
ries  convergentes,  dont  l'une  serait  formte  par  les  termes  posi- 
tifs, et  l'autre  par  les  termes  ncgatifs.  En  etfef,  dösignons  par  S„ 
la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  serie,  et  par  S'»-  et  S'V  les 
s;ommes  des  termes  positifs  et  des  termes  n^galifs  couipris  dans 
ces  n  teimes;  ona  6videmment : 

Or,  ä  mesure  que  n  augmenle,  en  meme  temps  que  n'  et  n", 
ces  troissommes,qui  sont  convergentes,  tendent  simuUan6ment 
vers  leurs  limites  S.  S',  S". 

Maisilfaut  so  bicn  garder  d'^tendre  cette  remarque  auxseries 
qui  deviendraient  divergentes  si  tous  leurs  termes  devenaient 
positifs.  On  serait  ainsi  conduit  ä  des  erreurs  graves.  En  voici 
un  exemple  remarq nable. 

La  serie  harmonique  [l]  est  divergente.  Mais  la  s6rie 

W    '-\+\-l+\-\  +  ■■■■+^^~k+■■■■' 

composee  des  meines  termes,  pris  alternativement  avec  le 
signe  -{-  et  avec  li;  signe  — ,  est  convergente  (22),  puisque  les 
termes  vont  en  diniinuanl  indefiniraent.  Nousverrons  plus  tard, 
qu'elle  a  poni'so  nme  (lö7)  Ic  logarilhme  nepdiien  de  2. 
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Or,  si,  cn  changeant  l'ordie  des  ternies  on  öcrit : 
■■     ^     ^3      2^5^7      4^9^11       6   '    13^15      8^ ' 


il  semble  qu'oii  6crive  la  möme  chose,  car  les  deux  s6ries  [9] 
et  [10]  onl  les  memes  termes  posiüfs,  1,  -,  -,  -, ,  et  les 

memes  termes  negatifs  •-,  -,  -,  - Gepeiidant  leurs  sommes 

sollt  differentes.  En  eftet,  si  sans  changer  l'ordre  des  termes  de 
la  s6rie  [9]  on  les  groupc  qualre  par  qiiatre,  le  iV"^  groupe  scra 

et  l'on  obtiendra  la  somme  s  de  la  serie,  eii  faisatit  la  sominc 
des  valeurs  que  prend  ce  groupe,  quand  on  y  donne  ä  n  toutes 
les  valeurs  entieres  possibles.  De  meme,si  l'on  groupe  trois  par 
trois  les  lermes  de  la  söi'ie  [10],  le  n"'^  groupe  sera  : 

rß.  1  ,        J 1. 

^^^  471  — 3^4u— I       2/1 ' 

et  l'on  obtiendra  la  sonime  s'  de  la  s^rie,  en  fcusant  la  somme 
des  valeurs  que  prend  cc  groupe,  quand  on  y  donne  a  n  toutes 
les  valeurs  entieres  possibles.  Or  l'excös  du  groupe  [ß]  sur  le 
groupe  [a]  est  evidemmcnl 

11,1  11 

+  17,.         «JU 


472—2      2;i  ^   kii  kn—2      kn* 

üu  enfui  [y]  t:  ir: :~7r 

On  a  donc  identiquement,  quel  que  soit  n  : 

kn—-3~kn  —  l      2nJ 


,4u  — 3      4u  — 2  '  4n— i       47(7      2V2»— 1      2ny 
Si  donc  on  donne  succcssivcment  ä  ?i,  dans  cetle  identite,  les 
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valeurs   1,  2,  3,  ...  n,  ol  qu'on  njoiilc  les  lesullats  membre  ä 
meiiibre,  on  auia,  quel  que  soitn: 


1       ,       1 


inj 


4n  — 3  '  kn—l 

=^(-J L_+^ iWiif^ iV 

-^„  —  3      4,j_2^4?!— 1       t-iuj   '    2      \2?!  — 1       2??/ 

Sil'oii  suppose  cnfin  quc  n  croisse  indöfinimenf,  la  premiere 
sommc  a  pour  liniite  s\  et  la  seconde  s.  Ouantä  la  dernlere,  eile 

a  aussl  s  pour  limile,  puisque  (     _  ■— ^J  eslle  n°"=  groupe 

de  la  Serie  [6] ,  quand  on  y  preiid  les  tcrmes  par  groupes  de  deux. 

Donc  :  s=5-f--5, 

doü:  *~2'"'' 

3 
Ainsi  la  somnie  de  la  s^rie  [10]  est  les  -  de  la  somme  de  la 

Serie  [9],  II  n'est  doncpas  perniis  de  changer  Vordre  des  termes 
d'une  s6rie,  lorsqu'elle  n'est  pas  convergente  independamment 
des  signes  de  ses  termes. 

On  comprend,  en  cffef,  que,  dans  le  cas  de  la  serie  [9],  la 
somme  de  ses  termes  positifs  est  infinie,  ainsi  que  la  somme  de 
ses  termes  nögalifs;  de  sorte  que  la  sommc  de  la  st^rie  estla 
diff^rencc  de  deux  infinis,  quantite  tout  ä  fait  indeterminee,  dont 
la  vraie  valeur  doit  dependre  de  la  loi  suivant  laquelle  on  s'a- 
vance  simultan^menl  dans  les  deux  series. 

§  IV.  fitude  d'une  serie  remarquable. 

27.  Definitions  de  e.  Parmi  les  series,  dont  on  fait  usage  en 
analyse.  uiie  des  plus  remarquables  est  la  serie 

[2]      ^  +  7  +  1^+1.2.3  ""l. 2   3.4"^ +  1.2.3 n  '  *•■■ 

Nous  avons  vu  [11],  que  celle  serie  est  convergente,  et  que,  si 
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1 


l'on  s'arröte,  dans  Jasoinmation  des  termes,  au  terme  y— ., 

rerreur  commise  est  moindre  que  (  1+-).  — — : -■  On  re- 

presente  par  e  la  somme  de  la  serie. 

La  somme  e  est  comprise  entre  2  et  3.  Eii  effet,  eile  est  plus 
grande  qua  2  ;  et,  pour  prouver  qu'elle  est  inferieure  ä  3,  il  suf- 
flt  de  moiitrer  que  Ton  a  : 


1.2  '    1  .2.3  '    1.2.3.4  '  '   1.2.3....n  ' 

in^galit^  evidente,  si  l'on  rcmarque  que  les  termes  du  premier 
membre  sont  infärieurs  aux  termes  de  mßme  rang  de  la  pro- 
gression  d6croissante, 

i+i+i+ +1+ , 


2" 


dont  la  somme  est  ■,  ^  , ,  ou  1. 


1 

"2 


28.  La  SERIE  EST  iNCOMMENSURABLE.  En  cfTct,  supposons,  s'il 
est  possible,  que  l'on  ait : 

q        ~1~1.2  '   1.2.3~ 


1  1 


1.2.  3..  .q   '    \.2.'i...q{q-j-[) 


p  et  q  6tant  entiers.  Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  le 
produit  1.2. 3.. .5,  le  premier  membre  et  les  (?4-l)  premiers 
termes  du  second  de\iennent  des  nombres  enliers  :  et  si  l'on 
designe  par  N  la  somme  de  ces  derniers,  il  vient : 


\.2.3...{q  —  l)p 


=  N+-Lr- 


fy+l   '  (5+l)(g+2)  '  {qi-l){q  +  Viq-\--i 
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D'ailleurs  la  somme  des  termes  qui  suivent  N  est  moindre  que 
la  somme  des  termes  de  la  progression  d^croissante, 


c'est-ä-dire,  moindre  que  -;  eile  est  donc  unc  fraction  propi-o- 

mcnt  dile.  Un  nombre  enlier  serait  donc  egal  ä  im  nombre  en- 
lier  aiigment6  d'une  fraction;  ce  qui  est  absurde.  Donc  la  scrie 

e  ne  peutßtre  ^gale  h  une  fraction  -;  eile  est  incommensurable. 

29.  Calcul  de  c  avec  20  decimales.  Le  calcul  de  la  valcur  nu- 
mörique  de  e  en  fraction  d^cimale  ne  peul  se  faire  qu'avec  une 
cerlaine  approximation  (28).  On  conimet  une  premiere  erreur 
en  s'arrfelant,  dans  la  somniation  de  la  serie,  ä  un  lernie  d'un 
certain  ordre,  et  en  n6gligeant  tous  ceux  qui  le  suivent.  On  en 
commet  une  seconde,  en  r^duisant  en  fractions  decimales  les 
termes  que  l'on  conserve  :  car  aucun  d'eux,  ä  l'exception  des 
trois  Premiers,  ne  se  convertit  exactement.  Or,  on  calcule  que 
Ton  a ; 

1  ^^  1  20 


1.2.3....20       lU-1'       1.2. 3. ...21  ^lO''"' 

donc  la  premiere  erreur,  commise  en  s'arretant  au  22°"  lerme, 

est  (27)  moindre  que  —  de  j^^,  ou  que  —  .Si  l'on  calcule  cha- 

cun  des  19  termes  qui  suivent  les  trois  premiers,  avec  22  chif- 
fres  d^cimaux,  la  seconde  erreur  sera  inferieure  h  19  unil^s 

2 
du  22'"''  ordre  dreimal,  et  par  suite  h-^.    L'erreur   totale  sera 

donc  moindre  <n"'T7;?i)  ^f,  ä  plus  forte  raison,  qu'une  unite  du 

20*"«  ordre  dreimal.  Voici  les  valeurs  de  ces  22  termes  avec 
22  chiffres  d6cimaux. 
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2, 
0,5 

0,16666  66666  66666  66666  66 
0,04166  66666  66666  66666  66 
0,00833  33333  33333  33333  33 
0,00138  88888  88888  88888  88 
0,00019  84126  98412  69841  26 
0,00002  48015  87301  58730  15 
0,00000  27557  31922  39858  90 
0,00000  02755  73192  23985  89 
0,00000  00250  52108  38544  17 
0,00000  00020  87675  69878  68 
0,00000  00001  60590  43836  82 
0,00000  00000  11470  74559  77 
0,00000  00000  00764  71637  31 
0,00000  00000  00047  79477  33 
0,00000  00000  00002  81145  72 
0,00000  00000  00000  15619  20 
0,00000  00000  00000  00822  06 
0,00000  00000  00000  00041  10 
0,00000  00000  00000  00001  95 


2,71828  18284  59045  23535  84 
Ainsi    6=2,71828  18284  59045  23536... 

RESUMfi. 


1.  Ce  que  coinprend  le  coinf>lement  des  Clements  d'Algebre.  —  2.  Gc 
qii'on  appelle  sciie  :  leime  g^neral  d'une  serie.  —  5.  Ce  qn'on 
nomme  serie  conveigente  cu  divergente  ••  somme  d'une  ?erie  conver- 
gente.  —  4.  Une  propression  par  quotient  est  convergente,  quand  la 
raison  est  plus  petile  que  l'unile,  divergente  dans  le  oas  cortraire. — 
ö,  Fourqu'iine  seiie  seil  convergcnio,  il  faul  que  ses  termes  decrois- 
sent  indefiniment ;  mais  la  condiiion  n'est  pas  süffisante.  —  G.  Carac- 
tere  general  des  s^ries  convergentes.  —  7.  Procede  ordinaire  pourde- 
cider  si  utie  serie  est  convergente.  —  8.  Une  serie,  ä  lermes  positifs,  est 
convergente,  lorsque  le  rapport  d'un  terme  au  precedent  est,  ä  parlir 
d'nne  cerlaine  limile,  nioii  drc  qu'un  nombre  fixe  plus  pelit  que  1.  — 
9.  Commenlon  applique  le  thöoreme,  quand  le  rapport  a  une  limite.— 
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10.  Limite  de  l'erreur  commise,  quand  on  s'arrßte  ä  un  certain  terme. 

—  il.  Applications.  —  12.  Gas  oü  la  s^rie  est  ordonneo  suivant  les 
puissances  d'une  variable.  —  13.  Uns  serie,  ä  fernies  positifs,  est  con- 
vergente,  lorsque  \/w„  est,  ä  partir  d'une  certaine  iimite,  plus  petit 
qu'un  nombre  fixe  inferieur  ä  1.  —  14.  Commenl  on  applique  le 
theoreme.  —  IS.  Limite  de  l'erreur  commise. — 16.  Si  les  termes  d'une 
s6rie  «j-l-Ui -f-Ws-f""-  ^^^^  constamment  en  diminuant,  celle  serie 
est  convergente  ou  divergente,  en  m6me  temps  que  la  serie  «„-f-2u, 
+  ku^-{-8Uj-\-..  .  —  17.  Applications.  —  18.  Remarque. —  19.  Uns 
serie  est  convergente,  lorsqu'ä  partir  d'un  certain  terme,  le  rapport  de 

log —  ä  log  n  est  constamment  sup^rieur  ä  un  nombre  fixe  plus  grand 

Un 

que  1. —  20.  Comment  on  applique  le  theoröme.  — 2!.  Remarques. 

—  22.  Lorsqu'une  sörie  n'a  pas  tous  ses  termes  positifs,  eile  est  con- 
vergente, si  eile  reste  convergente,  quand  on  donne  le  möme  signe  ä 
tous  ses  termes.  —  23.  üne  s6rie,  donl  les  termes  sontalternativement 
positifs  et  negatifs,  est  convergente,  quand  les  termes  decroissent  in- 
definiment.  —  24.  Limite  de  l'erreur  commise.  —  23.  Application.  — 
26.  On  ne  peut  pas  toujours  considerer  une  serie  comme  la  difference 
enlre  la  somme  de  ses  termes  positifs  et  celle  de  ses  termes  negatifs, 
Exemple  remarquable.  —  27.  Definition  de  la  serie  e.  —  28.  e  est  iii- 
commensurable.  —  29.  Calcul  de  e  avec  20  döcimales. 


EXERCICES. 

I.  Prouver  que  la  seile 

^  +  1+0+1X3  + ••••+!. 2. 3.... »  +  •••*      ■ 
est  convergente,  en  appliquant  le  theoreme  II  (n°  13). 

II.  Si  la  serie  Wo+ Mi4- 1(2+ +m«+ .-■.,  est  convergente,  il  en  est  de 

möme,  quels  que  soient  les  signes  de  ses  termes,  de  la  s6rie 

E„Mo  +  E,u,  -f +  E„u„  + ; 

Kj,  El,  ....  E»,  ...,  6tant  des  nombres  positifs  decroissantfi. 

III.  Prouver  que  la  s6rie  : 

J_4.J-4-_L4-  ,  ^  , 

est  convergente  et  que  sa  Iimite  est  1. 
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IV.  Prouver  que  la  s6rie 

est  convergente,  et  que  sa  limite  est-. 

V.  On  a  identiquement  : 

|=arctg  1  — arc  tg  ^  +  arc  tg  -—  arc  tg  -  +  arc  tg  --  arc  tg-  +  . . .; 
en  conclure  : 

J=arc  tg  -+  arc  tg-  +  arc  tg  -  +  ....  +arc  tg—  +  ... . 

VI.  Prouver  tiue  la  serie 
1  + 1 +....+ '- +.... 

I     •)   l„™  •)   .  I,.,..    1^™   'Jinr.      I       •  •  .  .    n       ..    I,,,,.  ,,    /Inr-  l«,v,..  \a      '       •  •  •  • 


2  log  2  (log  log  2)"     3  log  3  ^log  log  3J* /(  lug  n  (log log«) 

est  convergente,  quand  a  est  sup^rieur  ä  1,  et  divergente,  quanda^^l . 
On  applique  le  theorerae  III  (16). 
VII.  Prouver  que  les  deux  söries 

aUa  +  a'^Ua}  +  0?Ua    +....+  a"Ua"  + , 

sont  conyergentes  et  divergentes  ensemble  (Regle  donnd'e  par  Cauchy). 

Ce  theoreme  est  une  g^n^ialisation  du  theoröme  111  (lO),  et  se  demontre  par 
un  raisonnement  analogue. 

VIII.'  Prouver  qu'une  serie 

Wo  +  «1  +  t(2  + +  w«  + 

est  convergente,  lorsju'ä   partir   d'une  certaine  limile,   le  rapport  de  log  — 

au  logarithme  de  log  n  tend  vers  une  limite  plus  graiide  que  1 ,  et  qu'elle  est 
divergente,  quand  le  rapport  tend  vers  une  limite  plus  petite  que  1. 

IX.  Si,  dans  une  serie,  le  rapport  d'un  teruie  au  precedent  est  repr6sent6  par 
la  formule 

'*•'  ~rt7~  nP  +  anP-^  +  bn''~-  +  civ^  + ' 

dans  laquclle  p  est  entier  et  positif,  et  A,  B,  C, a,  b,   c,....   sont   des 
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nombres  constants  donnös  :  1°  les  termes  croissent  .'ans  limite.   si  A — ö>0, 
et  d6cioissent  ind^finimeat,  siA— a<0. 

On  compare  la  serie  ä  une  autre,  dont  le  terme  g^neral  v„=^-^—,   h  etant 

un  nombre  positif  convenablement  choisi. 

2°  SiA  —  a^O,  les  termes  croissent,  sans  depasser  une  certaine  limile,  si 

B — b>0;    ils  diminuent,  sans  atteindre  zdro,  si  B — ?><0.  Dans  ce  cas,  la 

convergence  est  impossii)le. 

/    n    \'' 
On  conpare  la  .'erie  ä  une  autre,  dont  le  terme  gc'neral  est  r„  ^  i j  v„, 

h  ttant  un  nombre  positif  convenablement  choisi  :  les  termes  de  celle-ci  sont 
plus  grands  que  ceux  de  la  premiere,  et  vont  en  diminuant,  quand  B  —  5  >0. 

3°  Si  A  —  a  <  0,  mais  A  — a  +  1  ^^  0,  la  s^rie  est  divergente. 

On  compare  la  s6rie  h   une  serie  divergente,    dont  le  terme  gönöral  est 
1"«^"»  (" — h) ,  h  6lant  convenablement  choisi. 

4°  Si  A — a+  1  ">0,  la  serie  est  convergente. 

On  prouve  cue,  dans  ce  cas,  on  a— ^<- — ,  h  etant  positif  et  couve- 

y„  n 

nalileraent  choisi;  que,  par  suite,  «„+i+ w„+2  +  i/„+H- •  •  -  •    est  plus  petit  que 


"("  +  1)  ("  +  '^) 

On  prome  enfin,  que  les  (p  -\-  2)  premiers  lermes  de  la  serie,  entre  parentheses, 
ont  pour  tomme 

n— 1      (n—  h—])  (n  —  h) (>i— /t  +  p)_   - 

h  hn[n+ ])....  {n  +  p)  ' 

11  —  1 
que  cette  serie  est  convergente,  et  apour  limite  — — ,  quand  p  crott  indefini- 

niment. 
II  resulte  de  lä  que,  pour  qu'une  s^rie  soU  convergente,  lorsque  le  rapport 

-^  peut  se  mettre  sous  la  forme   d'une  fraction   rationnelle  (a),   il  faut  et  il 

stiffit  que  (A  —  a  +  1)  soit  inferieur  ä  z6ro  :  il  n'y  a  pas  de  cas  douteux.  Cette 
regle  a  ett^  donnee  par  Gaus. 


GFIAPITRE   II. 

COaiBINAISOi\S  ET  FORMULE  DU  BlIVOME. 

§  I.  Des  comhinaisons, 

30.  Definitions.  On  nomine  combinaisons,  nh.  n,  dem  objcls 
distincls,  les  difförents  groupes  que  Ton  peut  former  avec  n  de 
cos  objets;  il  est  utile  d'en  calculer  le  nombre. 

Liquestion  peut  etreconsideröe  sous  deux  points  de  vue,  sui- 
vant  que  Ton  regarde  ou  iion,  comme  distincls,  les  groupes, 
qui,  einnt  composes  des  memes  objets,  different  seulement  par 
l'ordre  dans  lequel  on  les  place. 

Dans  le  premier  cas,  les  combinaisons  recoivent  le  nom  d'fl?-- 
rangements ;  et  dans  le  second,  celui  de  produits  differents. 

51.  Nombre  DES  Arrangements.  Calculons,  d'abord,  le  nom- 
bre des  airangements  distincls  de  m  objets  pris  nä  n.  Designons 
ce  nombre  par  A„;  et  represenlons  par  A„_i  celui  desarrange- 
ments  des  memes  objets,  (n —  1)  a  {n —  I).  Si  tous  les  arrange- 
ments  (n  — 1)  ä  (n —  1)  6laient  formes,  en  plagant  successive- 
ment,  h  la  suile  de  chacun  d'eux,  les  [m—  (n—  1)]  objels  qui  n'j 
entrent  pas,  on  formerait  des  arrangements  n  a  n,  dont  le  nom- 
bre serait 

A„_,  [m~{n—  1)],       ou       A„_,  (vi—7i-\-l); 

car  chaque  arrangement  (n~-l)  ä  (n—l)  fournit,  de  celle  ma- 
niere,  [m— (n— l)]arrangementsnän.  Jedis  que  A„_i [rn— (n—l)] 
est  pr^cisement  le  nombre  des  arrangements  n  ä  n;  et  pour 
cela,  il  faut  montrer  qu'ils  ont  tous  6tfi  formes,  et  que  chacun 
d'eux  ne  l'a  6te  qu'une  seule  fois. 

1»  On  a  obtenu  tous  les  arrangements  nä  n;  car  on  peut  for- 
mer tout  arrangement  de  n  objels,  en  placant  le  dernier  d'enlre 
eux  ä  la  suite  de  l'arrangement  form6  par  l'ensemble  des  (n —  1) 
aiilres. 

2"  Un  m6me  arrangement  n'a  pu  6tre  forme  qu'une  fois ;  cai-, 
les  arrangements  (n—  1)  ä  (n —  1)  6lant  distincls,  ainsi  que  les 
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{m  —  n-\- 1)  objets  que  Ton  place  ä  la  suile  de  chacun  d'eux,  les 
groupes  que  Ton  forme  different,  soit  par  les  (n — 1)  premiers 
objets,  s'ils  proviennent  de  deux  arrangements  (n —  1)  ä  (n —  1) 
differents;  soit  par  le  dernier,  s'ils  proviennent  du  mäme  arran- 
gemenl  (n —  1)  ä  (ii  —  1). 
On  a  donc  la  relation  : 

A„=(m  — w-}-l)A„_i. 

Cette  relation  6tant  d^montree  pour  une  valeiir  quelconqne 
(1(!  n,  on  aura  de  nicme,  en  designant  par  A„_2,  A„_3....  Ai,  le 
nombre  des  arrangements  (n — 2)  ä  (n — 2),1(«  —  3)  ä  (n  —  3),... 
Uli  ä  un  : 

A„_i  =  (w  —  71  +  2)  A„-2, 

A„-2  =  (w— n  +  S)  A„_3, 
As     —  (?n  —  1)  Ai. 

Si  Ton  mulliplie  ces  egaliles  membre  ä  membre,  les  facteurs 
A„_i,  A„_2,...-  Aa  disparaissent;  et  il  vient,  en  remarquant  que 
le  nonibrc  A,  des  arrangements  1  ä  1  est  m  : 

[1]     A„  =  ?n(m —  1)  (m  —  2) (w  —  n-\-2)(m  —  n-{- 1). 

Ainsi,  le  nombre  des  arrangements  de  m  objets  distincls  n  ä  n  est  egal 
au  produit  de  n  facteurs  enliers,  consecutifs,  decroissants,  ä  partir 
de  m. 

52.  Nombre  des  permutations.  La  formule  pr6c6dente,  si  on  y 
suppose  n  =  m,  fera  connailre  le  nombre  des  arrangements  de 
m  letlres  m  ä  m.  Ces  arrangements,  dans  lesquelsfigurent  toutes 
les  leltres,  se  nomment  des  permutations.  En  designant  Icur 
nombre  parP^,  on  a  : 

[2]  P^==\.2.3....m, 

puisque,  pour  m  =  n,  {m  —  n-\- 1)  de  vient  eg-al  ä  l'unitö. 

Ainsi,  le  nombre  des  permutations  de  m  objets  distincts  est  egal 
au  produit  des  m  premiers  nombres  enticrs. 

53.  Nombre  des  produits  differents.  Les  produits  differents 
de  m  objets,  nkn,  sont  les  groupes  distincts  que  Ton  peut  former, 
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avec  cesm  objets,  en  regardant  commc  idenliques  ceux  qui  ne 
difförent  que  par  l'ordre  des  objets.  Oii  reserve  souvent  ä  ces 
produits  le  nom  de  combinaisons. 

Repr^sentons  par  C„  le  nombre  de  ces  produits.  Imaginons 
qu'on  les  considere  tous  ensemble,et  que  l'on  forme  les  permu- 
tations  des  n  objets  contcnus  dans  chacun  d'eux ;  les  groupes, 
ainsi  formes,  seront  des  arrangements  dem  objets  donnes  n  ä  n. 
Or,  je  dis  qu'ils  y  seront  tous,  et  chacun  une  seule  fois. 

r  Ils  y  seront  tous ;  car  les  objets  qui  forment  un  arrange- 
ment,  etant  consideres  independatnment  de  leur  ordre,  compo- 
sent  Tun  des  produits  differents  ;  et,  lorsque  l'on  permutera  de 
toutes  les  manieres  les  objets  qui  composent  ce  produit,  Tun  des 
groupes  ainsi  formes  sera  TarraDgement  considöre. 

2°  Chaque  arrangement  sera  forme  une  seule  fois;  car  les  ar- 
rangements, qui  proviennent  d'un  meme  produit,  diflerent  par 
l'ordre  des  objets ;  et  ceux  qui  proviennent  de  deux  produits  dif- 
ferents, ne  sont  pas  composes  des  memes  objets. 

On  peut  donc  obtenir  toute  la  s6rie  des  arrangements,  en  per- 
muiant  les  produits  differents,  de  toutes  les  manieres  possibles. 
Or,  chaque  produit  fournit  ainsi  1 .2.3....n  arrangements  dis- 
tincts;  le  nombre  total  des  arrangements  A„  est  donc  egal  au 
nombre  des  produits  C„,multiplie  par  1 .2.3....n;  et  l'cn  a,par 
consequent  : 

A„  =  C„.1.2.3....n: 

d'oü,  en  remplacant  A„  par  sa  valcur  [1  ] : 

t^-1  ^""- 1.2.3....n 

Ahm  le  nombre  des  produits  di/ferents  de  m  objets,  n  ä  n,  est 
egal  au  produit  de  n  nombres  entiers,consecutifs,decroissants  ä  parlir 
de  m,  divise  par  le  produit  des  n  premiers  nombres  entiers. 

54.  Remarque  I.  La  formule  pr^cedente  peut  se  mettre  sous 
une  forme,  que  l'on  trouve  quelquefois  plus  conmiode.  Si  l'on 
multiplie,  en  effet,  par  1.2. 3....  (w  —  n)  les  deux  termes  de  la 
fraction  qui  reprcsente  C„,  eile  devient  : 

_  1 .2.3. . .  ■  {m  —  n)  {rn  ~  n  +  l)(>i>  —  n  -f  2)  ...■???  _ 
'•  ^     '"~  1.2. .. .11.1.2... .{m  —  n) 
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en  sorio  qiie,  au  nuiiieialeur  se  trouve  le  produit  des  nombres 
enliers  dcpiiis  1  jusqii'ä  m,  et  au  denominateur  Ic  produit  des 
nombres  enliers  depuis  1  jusqu'ä  .{m  — n),  et  le  produit  des  nom- 
bres cnticrs  de  1  ä  n. 

Remarque  II.  La  formule  [4]  raste  6videmment  la  memc, 
si  Ton  cbange  n  en  (m  —  n);  cette  Substitution  aura  seulement 
pour  effet  de  cbanger,  Tun  dans  l'autre  ,  les  facleurs  1.2....  n, 
et  1.2....  {m~-n)  du  dönominateur. 

Le  nombre  des  produits  differents  de  m  objets  n  ä  n,  est,  par  con- 
sequcnt,  le  memc  quo  celui  de  m  objets  (m  —  n)  ä  (m  —  n). 

L'6galite  deces  deux  nombres  est,  d'ailleurs,  Evidente,  dpriori. 
Si  en  effet,  dans  vi  objets,  on  prend  un  groupe  de  n,  il  restcra. 
un  groupe  de  (m — n) :  les  groupesou  produits  n  ä  n  et  (m  —  n)ä 
(m  —  n)  se  correspondent  donc  deux  ä  deux,  et  sont,  par  con- 
sequcnt,  en  meme  nombre. 

5ö.  Remarque  Ilf.  Le  nombre  des  produits  differcnts  de  m  objets 
n  ä  n  est  egal  ä  la  somme  des  nombres  de  produits  differents  de 
(m  —  1)  objets  n  ä  n,  et  de  (m  —  1)  objets  (n  —  1)  ä  (n  —  1).  On  peut, 
en  effet,  partager  les  produits  differents  de  m  objetsnänen 
deux  groupes,  l'un  compos6  des  produits  qui  ne  contiennent 
pas  un  certain  objct,  et  l'autre  compose  de  ceux  qui  le  renfer- 
ment.  Or  les  premiers  sont  cvidemment  tous  les  produits  diffe- 
rents des  (m —  1)  autres  objets  n  kn;  et  si,  dans  les  autres,  on 
supprime  l'objet  dont  il  s'agit,  ils  deviennent  les  produits  des 
(w—  1)  autres  objets  (n  —  1)  ä  (n  —  1). 

Oll  verilie,  d'ailleurs,  directement  ce  th6oreme  ä  laide  ae  la 
formule  [3]. 

56,  Remarque  IV.  Le  nombre  C»  est  n^cessairement  entier  : 
la  formule  [3]  prouve  donc  que  le  produit  de  n  nombres  entier s 
consecutifs  est  divisible  par  le  produit  des  n  premiers  nombres  en- 
tlers. 

%  II.  Formule  du  binome  de  Newton. 

57.  Produits  de  n  einomes  qui  different  par  le  sEcond 
terme.  ^'ous  avons  vu  (I,  42),  que  le  produit  d'un  nondjre  quel- 
conque  de  polynomes  est  la  somme  de  tous  les  produits  que  l'on 
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peut  former,  en  prenanl  pour  facteur  un  terme  de  chacun 
d'cux. 

Appliquons  celte  rbg\e  ä  la  formation  du  produil  de  w  Li- 
noines,  ayant  ineme  premier  terme, 

Si  nous  ordonnons  cc  produit  suivant  les  puissa  nces  decrois- 
santes  de  x,  il  est  Evident  que  le  preinier  terme  se  ra  a;"*,  produil 
form6  en  prenant,  comme  facteurs,  Ics  m  premiers  termes  des 
binomes. 

Le  terme  en  a?""^  se  comp  osera  des  produil s  dans  lesquels  on 
prendra,  comme  facteurs,  Ics  premiers  termes  de  (m —  I)  bino- 
mes, avec  le  dernier  terme  du  binome  restant;  et  le  coenicient 
de  a;"*~*  sera,  par  consequeal,  ia  somme  des  seconds  termes  de 
nos  binomes. 

Le  terme  en  x'"-^  se  composera  des  produits  dans  lesquels  on 
prendra,  comme  facleurs,  les  premiers  termes  de  (w —  2)  bino- 
mes et  les  derniers  termes  des  deux  binomes  restants.  Le  coeffi- 
cienl  de  a;"^*  sera,  par  consöquent,  Ia  somme  des  produits  deux 
ä  deux  des  seconds  termes. 

On  verra  de  meme  que  le  coefficient  de  a;""*  est  la  somme 
des  produits  trois  ä  trois  des  seconds  termes;  et  qu'en  genäral, 
le  coefticienl  de  a;""""  est  la  somme  de  leurs  produits  n  ä  n. 

On  ecrit  souvent  ce  resuUat  de  la  maniere  suivante  : 

[l]  (a;  -f  a)  {x  -f-  b)  {x  +  c)....(x  +  k)  {x-{-l) 

=  .?;'" -l-.'y'"~'-  '-  ^x"'--'^ab-{-x"''' labe -{-.,.. 

_|_ x"'-"1(d)C. ..  p-\-.... abc. ...kl; 

en  reprösentant  par  2a,  lab,  labe...  la  somme  des  seconds 
termes,  la  somme  de  leurs  produits  deux  ä  deux,  trois  ä 
trois,  etc. 

58.  FoRMULE  DU  BINOME.  Pour  deduirc  de  ce  qui  pr6c6de  l'ex- 
pression  de  (aj  +  a)"",  11  suftit  de  supposer  a=b  =  c  =  ....  =  1; 
le  d6veloppement  se  siin[)Ulie  alors  nolablcnient. 

Le  premier  terme  reste  egal  ä  x"*. 

Le  coefficient  de  x""'^,  i'^gal  ä  la  somme.  des  seconds  termes, 
devienl  egal  ä  ma. 
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Le  coefficient  de  x*^^,  egal  ä  la  somme  des  produits  deiix  ä 
ileux  des  seconds  termes,  devient  6gal  ä  a'mullipliö  parle  nom- 
Ijre  de  ces  produits,  c'est-ä-dire  (35)  ä 

m  (m  —  1 )  , 
-2— «•       - 

Le  coefficient  de  a?"*-*,  6gal  ä  la  somme  des  produits  irois  ä 
trois  des  seconds  tertnes,  devient  egal  äa'  multiplie  par  le  nom- 
brc  de  ces  produits,  c'est-ä-dire  ä 

m{m—  1)  (m — 2)  , 
1.2.3 

En  general,  le  coefficient  de  x"'-'',  qui  est  la  somme  des  pro- 
duits php  des  seconds  termes,  devient  egal  ä  a^  multiplie  par  le 
nombre  de  ces  produits,  c'est-ä-dirc  a 

m{m-l)....{m  —  j>-\-l)    ^ 
On  a  donc,  enfin  : 

771  f77l  —  1 ) 

[2]     (a^  +  a)"*  — rc"'  +  mfla;"'-'H ^—- — ifx'"---{-    .- 


1  2 

m{m —  ])....(rn  — p  -}-  1) 


aPx'"-P-\-....  -f-a™. 


'  1.2. ...p 

G'est  la  formule  du  binome  de  Neiolon. 

59.  Remarque  I.  On  voit  que,  dans  le  developement  de 
(x-{-a)"*,  l'exposant  de  x  va  en  diminuant  d'une  unite  depuis  m 
jusqu'ä  zero,  et  celui  de  a  va  en  augmentant  d'une  unit6  de- 
puis 0  jusqu'ä  w;  de  sorte  que,  dans  chaque  terme,  la  somme 
des  deux  exposants  est  conslanle  et  egale  ä  in.  Le  nombre  des 
termes  du  developpement  est  {m-{- 1). 

On  nomme  terme  general,  celui  qui  en  a  n  avant  lui;  en  le  d6- 
signant  par  T„.  on  a  : 

TM        T  _"^(m  —  '^){'n  —  2)...  (m-  n-hO „,_„ 

^^-l  ^ " ~  1.2.3....U  "  -^       • 
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40.  Remarque  II.  Si  Ton  d^signe  par  T^-i  le  terme  qui  pr6- 
cMe  T„,  on  trouve  aiseraent : 

r41  T  — T      ^m-n±la 

Or  (m — n-f  1)  est  l'exposant  de  x  dans  T„_i,  et  n  est  le  nombre 
qui  marque  le  rang-  de  ce  terme.  Donc,  pour  passer  du  terme  de 
rang  n,  au  terme  de  rang  (n  -f- 1)>  ^^  niulHplie  soncoefficimt  par 
l'exposant  de  x  dans  ce  terme,  et  on  le  divise  par  le  nombre  qui  mar- 
que son  rang,  puis  on  augmente  d'une  unite  l'exposant  de  a,  et  on 
diminue  d'une  unite  celui  de  x. 

41.  Remarque  III.  Le  coefficient  de  a^x'^-^  est  le  nombre  des 
produils  diff6rei)ts  de  m  lettres  p  ä  p  ;  et  celui  de  a'^-^x  est  le 
nombre  des  produils  differents  de  m  lettres  (w  —  p)  ä  {m — p). 
Or  ces  nombres  sont  6gaux  (54).  Donc,  dans  le  developpement  de 
(x  -}-  a)",  les  coefficients  des  termes,  situes  ä  egale  distance  des  extre- 
mes sont  egaux. 

42.  Remarque  IV.  Le  rapport  du  coefficient  de  T„  ä  celui  de 

ni  —  n-f- 1    .,  ,.         ,  , 

_i  est  ;  il  commence  par  elre  plus  grand  que  1 ,  si 

ni  est  au  moins  egal  ä  2  :  puis  il  diminue,  ä  mesure  que  n  aug- 
mente, et  il  finit  par  etre  6gal  ä  — ,  quand   n  =  w.  Taut  qu'il 

reste  plus  grand  que  1,  les  coefficients  vont  en  croissant:  s'il 
devient  egal  ä  1  pour  une  certaine  valeur  de  n,  deux  coefficients 
cons^culifs  sont  egaux ;  et  lorsqu'il  est  införieur  ä  1,  les  coeffi- 
cients vont  eil  diminuant.  Or  la  condition 

m  —  '^  +  1  :.s^  , 


6quivaut  h. 


n 

m-\-  I 


Donc,  tant  que  n  est  inferieur  ä  la  moitie  du  nombre  (m-f-  1)  des 
termfs,  cest-ä-dire  tant  quon  7ia  pas  forme  la  moitie  du,  nombre 
total  des  termes,  les  coefficients  croissent :  ils  d^croissent  dans  la 
seconde  moili6  du  developpement. 

Alg.  SP.  B.  3 
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45.  Remarque  V.  On  n'a  fait  aucunc  hypolhese  sur .  e  signe 
des  nonibres  x  et  a;  a  peut  donc  avoir  une  valeur  negative  —  b; 
et  Ton  a,  par  cons^quent : 

ou,  en  remarquant  que  les  puissances  paires  de  ( — b)  sonl 
6gales  ä  Celles  de  6,  et  que  les  puissances  impaires  sont  egales 
et  de  signes  contraires  : 

m  (tn 1  ^ 

[5]  {X—  bY = a;" -  - m to™-'  +     ^^   ^    ^  b''x"'~^  — 

m(m  —  l)(w— 2),,  „  ,  ,         _,  ,„ 

—ci\ ■  ^     +  •  •  •  •  ±  &"■; 

le  signe  du  dernier  terme  6tant  -\-  si  m  est  pair,  et  —  si  m  est  im- 
pair. 

44.  Remarque  VI.  Si,  dans  la  formule  [2],  on  fait  a;  =  1,  a=l, 
on  a  : 

.m_i   I  ^^^   I  ^(w— 1)  ,  w(m— l)(ffl— 2)  j_!^j_,. 

^-^"^i"^     1.2     "^        1.2.3        -|-....-^  j -ri. 

Ainsi  la  somme  des  coefficients  du  developpement  est  egale  ä  2"'. 

4ö.  Remarque  VII.  Si,  dans  la  formule  [5],  onfaita;  =  l,6=l, 
on  a  ! 

m      m(m  —  I)      m(?7i — l)(m— 2)  , 


0=1 


1.2  1.2.3 


Donc  la  somme  des  coefficients  de  rang  pair  est  egale  ä  la  somme 
des  coefficients  de  rang  impair. 

4G.  Remarque  VIII.  II  existe,  entre  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  du  biuome,  des  relations  nombreuscs ; 
nous  ferons  connailre  la  plus  simple,  dont  on  fall  un  fröqucnl 
usage. 

Süil : 
(a;-l-a)'"  =  a;"'  +  Aioa;*"-'-]-Asa°a*"-^+....+  A„o"a;'^"+....+a'«, 
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le  developpement  dela  puissance  m"""  d'un  biiiome,  dans  lequel 
on  a  fait,  pour  abr^ger  : 

m  (m—  1)  (m  —  2)....  (m — n-\-\) 

1.2,  3. . .  .n 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'^galit^  par  {x-\-a);  nous  au- 
rons,  en  effectuant  la  mulliplicalioii  du  secoiid  membre,  d'apr^s 
la  r^gle  ordinaire  : 

(a;+a)'"+»— .a;"'-*-'  +  (Ai+ l)aa;"'4-(A2+Ai)  a'a;'"-' 


m+l  , 


et  Ton  voit  qua  chacun  des  coefficients  du  developpement  de 
(x+a)*""*"^  s'obtient  en  ojoiitant  le  coefficient  de  merne  rang  et  le 
precedent  dans  le  developpement  de  (x-j-«)*".  Onpourrait  d'ailleurs 
verifier  directemenf,  qie  Ton  a  : 

m  .(m —  1) ....  (in  —  n-{-l)    .   m.{'m  —  1)....  {m  —  ?i  +  2) 
'■  ■'  1.2..  ..n  " 'T  1  .2....(?i— 1) 

(m-f- l)'n....(?7i  — n  +  2) 

1.2.0 n  * 


§  III.  Developpement  de  (a+6y/ — l)" 


47.  PuissANCES  succEssivES  DE  \J  —  1.  PouF  devcloppci" 
(a-f  fcy/ — l)*",  il  faut  appliqucr  la  forinule  du  binome  qui,  \t- 
sultanl  de  la  multiplication,  est  dcmoiitr^e,  d'apresnos  Conven- 
tions (I,  2G1),  pour  les  expressions  imaginaires.  II  est  neces- 
saire  de  fonner  d'abord  les  diverses  puissances  de  \/  —  1 .  Or,  on 
a,  d'apres  nos  Conventions  : 

(v/^'=  -iXv/^=^=:-v/-'i, 
(v/~>=(-v'^^)(v/~i)=+i, 
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ef,  en  g6n6ral, 

4ß.  Developpement  de  (a  -f-  ^  y/  —  O"*-  D'^^pres  cela,  oii  a  : 
(a  4-  6v/~ "T)"  =  a""  +  wm-"-^  b  v/^T -  '"^'"~^^  a"'-*^^ 

m(m—\(w-2)             — .     7,?(m— l)(m-2)(m-3)^,^,  , 
17273 a'"-=6V-l+ ^^^27374 ^  f> +"" 

Les  lermeSjdans  lesquelsl'exposant  de  b  est  pair,  sont  r6els;  ils 
bonl  les  inömes  quo  ceux  du  developpement  de  (a-j-^)"*,  avec 
Celle  diflereiice  qu'on  doil  leiirdonner,  allernativemenl,  lesigne 
+  et  le  signe  — .  Les  termes,  dans  lesquels  b  a  un  exposant  iin- 
pair,  Olli  lous  y/  —  1  en  facteur,  et  sont,  ä  cela  pres,  les  mömes 
que  ceux  du  developpement  de  (a-^-b)"",  auxquels  on  aurait 
donn6,  allernalivement,  le  signe  +  el  le  signe  — . 
On  reunil  ordinaircmentlcs  lermcs  imaginaires,  et  Ton  öcrit: 


[8]  {a  +  b^ 

m{m  —  l)    ,„_,  2  I    m(m— l)(m— 2)(m— 3) 


=a" 


a"'--b^-\ ^ /\    .,   7 '-  a'^-'b'—  .... 

1.2.  12.3.4 

r    ■  , ,  .       7n(in  —  1)  (/n— 2)    „  „,   ,        1 

_|_^__1  \ma""D ^^ r23 -a'"^b^-\-....\. 

Si  Ton  designe  par  P  la  parlie  reelle  et  par  Qle  coefficient  de 
y/  —  1,  on  a  donc  : 

(a  +  5  y/TL-T)- =  P -f  Q  y/irr. 

Ainsi  es  puissances  d'une  expression  imaginaire  sont  des  expres- 
sions  imaginaires  de  meme  forme. 

II  est  facile  de  voir  qu'on  a  : 


(a_6y/_  l)'''^^p_Qy/  _   1. 

49.  Remarque.  {a-{-b\/  —  l)'"  peut  elre  reel,  sans  que  b  soll 
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nul.  II  suffit,  poiir  qu'il  cn  soitainsi,  que  les  termesimaginaires 
se  dötruisent.  On  a,  par  exemple  : 

(i4-v^3.v/'=^>--8. 

§  IV.  PuisSiince  d'un  polynome. 

50.  D6VEL0PPEMENT  DE  LA  PUiSSANCE  TW""  d'uN  TRINOME.  Uli  tri- 

nome  {a-{-b-{-c)  peut  ölre  consid^rö  comme  un  binome,  si  Ton 
regardc  les  deux  premiors  termos  {a-\-b)  comme  r6unis  en  un 
seul.  Oll  aiira  alors  : 

'  '  1 . 2 .... p  \     I     ^  I  I 

Si  Ton  döveloppe  les  diverses  puissances  de  (a+ö)  qui  figii- 
rent  dans  le  second  membre,  on  obtiendra  une  somme  de 
termes  de  la  forme  a^Mct,  dans  lesquels  la  somme  des  cxpo- 
sants  a,  ß,  Y,  sera  conslamment  ^galc  ä  m.  Gar,  si  l'on  consi- 
dere,  par  exemple,  ceux  qui  proviennent  du  terme 

m(m  —  l)....(m — p-\-^)  ,    ,   ,  .„  „  „ 

ils  contiennent  le  produit  de  c*"  par  des  puissances  de  a  et  6  dont 
les  exposants  ont  une  somme  t^gale  ä  (w  —  ;?) ;  de  sorte  que  les 
trois  exposants  rfiunis  forment  une  somme  6gale  ä  m. 

Rc'ciproquement,  «,  ß,  y,  clant  trois  nombres  entiers  quelcon- 
ques,  dont  la  somme  soit  ögale  a  m,  il  y  aura  dans  le  d^veloppe- 
ment  un  terme  en  a'^b^c^ :  car,  dans  [9],  se  trouve  le  terme 

1.2....Y  \     \     J  y  , 

et  le  dßveloppement  de  (a-{-  ö^-f  conlient  un  terme,  dans  lequel 
a  figure  avec  l'exposant  a,  et  b,  par  consöquent,  avec  l'exposant 

(w  — Y  —  a)  OU  p. 

51.  Terme  geni^ral  du  developpement.  Cherchons  le  coeffi- 
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cient  de  ce  terine  en  a'  b^  c^ :  il  provient,  comme  nous  l'avons 
dit,  de 

771  (m  —  1 ) . . .  (in  —  Y  -|-  I ) 


1.2....Y 
ce  qui  peut  s'6crire  (33) : 

1  .2....W 


(a  -\-  by"-ic\ 


(a-\-b)"'-!c-'. 


l.2....Y.1.2....(»i— YJ 

Or,  dans  ledöveloppement  de  (a-|-  &)'""^  le  cocfficient  de  a'/;"'-^- 
est  6gal  ä 

1.2....(-m  — y) 
1.  2..,.a.  1.2....  {m  — Y  —  «)' 

Le  terme  demand6  est  done : 

1 .2....m.  1 .2....(m— y) 


1.2....Y.1  .2. ...{in  -y)  1.2.,..a.l.2....(/n  — y  — '-') 


.  a'/^^-T-^cT; 


Oll,  cn  supprimantle  facteur  commun  1.2...,  ('«  — y)?  et  rempla- 
qanl  (m  — y  —  «)  par  ß, 

[10]  1.2. ...m 

••     ■■  1.2....a.  1.2....[i.l  .2....Y 

et  le  d6veloppement  se  compose  de  tous  les  termes  analogues, 
qui  correspondent  ä  toiites  les  valeurs  de  a,  ß,  y»  dont  la  somme 
soit  6gale  am. 

S'i.  Remarque.  On  trouverasans  peine,  par  im  proc6cl6  toutä 
fait  analogue,  que  le  döveloppement  de  {a-\-b  -{-c-\-d)'^  a  pour 
terme  general 

["]  i.2........2!:'p:vl...v..2....8-«-^'-'"'' 

et  se  compose  de  tous  les  termes  analogues,  qui  correspondent 
ä  loutes  les  valeurs  de  a,  ß,  y,  5,  dont  la  somme  soit  6gale  ä  m. 
On  düit  observer  que,  si  l'onveut  faire  repr^senter  ä  ce  terme 
gön6ral  tous  les  termes  du  developpement,  sans  exceplion,  i 
fautccnvenir  que,  pour  a=0,  onprendraleproduit  1.2.3....«=! 
La  meme  remarque  s'applique  ä  la  formule  pr^cedcnte. 
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g  V.  Limite  de  ( 1  -[-  — )    ,  quand  mcrolt  indoßnirnent. 

53.  Theoremes  sur  les  Limites.  1"  Lorsqu'une  quantite  variable 
A  tend  vers  une  limite  1,  le  produit  pA  de  cette  quantite  par  un 
nomhre  fini  p  tend  vers  la  limite  pl.  Gar,  poiir  rendre  la  diffe- 
rence  (^A — pl)  plus  petite,  en  valeur  absolue,  qu'une  quantitö 
donn^e  «,  il  suifit  de  rendre  la  difference  (A — l)  plus  petite 

que-;  ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  (A — l)  tend  vers 

z6ro. 

2»  Si  plusieurs  quantites  variables,  Ai,  Aj, . . . .  A„,  en  nombre 
fini  n,  tendent  simultanemenl  vers  des  limites  Ij,  Ij, ....  1„,  la  li' 
mite  de  leur  somme  est  egale  ä  la  somme  de  leurs  limites.  En  effet, 
sl  Ion  pose  : 

Ai  — /i  +  «i'      A2-=is4-a2,      ••..      A„  =  /„-{-a„, 

on  aura  : 

A.+A2  4-...  +  A„=(/,  +  /2+...+/„)4-(«i  4- «2-1-.. .-!-«„). 

Or  les  quantitös  ai,  «?, . . .  a„  tendent  vers  zero,  par  hypothese  : 
donc  leur  somme  («i-}-«»' ..+=<»»),  toujours  inf^rieure,  en  va- 
leur absolue,  ä  n  fois  la  plus  grande  d'entre  elles,  tend  aussi 
vers  z6ro  (1°).  Donc 

lim(A.+A2-f....+A„)  =  Z'4-?,....+;,. 

Mais,  si  le  nombre  n  des  quantit6s  variables  augmentait  in- 
d6finiment,  on  ne  pourraitplus  affirmer  la  proposition.  Consi- 

d6rons,  parcxcmple,  la  somme  des  n quantites--] ] \-  .... 

4-  -.  Si  n  croit  indcfiniment,  chaeune  de  ces  quanlitös  tend  vers 

n 

z6ro ;  et  leur  somme,  au  lieu  d'avoir  z6ro  pour  limite,  est  evi- 
dcmmcnl  toujours  6gale  ä  a. 
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3»  La  limite  du  produit  des  n  quantites  variables  Aj ,  A2,  Ag .. •  ^n, 
est  egale  au  produit  de  leurs  limites.  En  eflet,  on  a  : 


AiA2....A„=(/j+ai)  (^2  + «2)  ••••  ('»  +  «!.)• 

Et  ce  produit  de  n  facteurs  binomes  renferme  (1, 42)  d'abord 
le  produit  des  limites  (/i?2....  ^n),  puis  une  suite  de  termes 
dont  chaeun  contient  en  facteur  au  moins  une  des  quantites  aj, 
a?, .. .  «n-  Or  chaeun  de  ces  termes,  produit  d'une  quanlile  fixe 
par  une  quantite  qui  tend  vers  z6ro,  tend  aussi  vers  zero  (1°); 
et  comme  leur  nombre  est  limil6,  leur  somme  a  pour  limite  z6ro 
(2°).  Donc 

lim.  AiAs-...  An  =  /i/2--.^n. 

Dans  ce  cas  encore,  le  raisonnement  suppose  essentiellement 
que  le  nombre  des  quantitös  variables  reste  fini. 

S4.   L'expression    (  1  -] —  j    a  une  limite  quand  m  croIt 

iNDEFiNiMENT.    L'cxpressiou    M  -1 j   ,  dans  le  cas  oij  m  est 

entier,  un  produit  de  m  facteurs  6gaux  k  (  \  -\ —  j  :  quand 


m 


crolt  ind^flniment,  chaeun  de  ees  facteurs  a  pour  limite  l'unite; 
mais  on  ne  peut  pas  en  conclure  que  la  limite  du  produit  est 
6gale  ä  l'unite;  car  le  nombre  des  facteurs  croit  indefiniment. 

Pour  prouver  que  cette  limite  existe,  d6veloppons  (  1  -J — ■  ] 

suivant  la  formule  du  binome  ;  nous  aurons  : 

(  1  X*" 1    ,  m(m— 1)  1       m{m — l)(m — 2)    1 

m(m — 1  ....(m — n-\-l)    1     , 

T      2     ~       n  w"  "•"'**' 


Comme,  dans  chaque  terme,  le  nombre  des  facteurs  du  num6- 
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rateiir  est  ^gal  au  noinbre  des  facteurs  m  qui  entrent  comme 
diviseurs,  nous  pouvons  öcrire  : 


('+^)"  =  '+T  + 


m  in — 1     m  m — 1  m  —  2 

m*     m      .  w"     m    '     vi 


1.2       '1.2 

m   m — 1      m — n-\-\ 
m  '      m     '"         m 


'    1   .       2 
Mais  on  a  6videmment  : 

mm — 1  m  —  2    m  —  n-\~\ 
m'     m    '    m    '"       m 

par  suite  : 


=,.(,_i)(,_n..(,_2i2l), 

\        mj  \       mj     \  771  / 


,    ...      ,    '--  ('--Vi--) 

A  _  i\     _  1  _|_  i  J VI  I  \        wA  in}_ 

\       mj  "^1~^1.2'^        1.2.3 

(,..i)(,_5).... 

,    \        mj  \        m) 


n—v 


1     .     ii     .     3     .... 


+  .... 


Cela  pos6,  comparons  ce  d6veloppement  ä  la  s6rie  conver- 
gente  dont  la  limite  est  e  : 

~1~1.2~1.2.3~         ~1.2.3 n~ 

Chaque  terme  du  döveloppement  est,  ä  partir  du  troisieme,  in- 
fdrieur  au  terme  correspondant  de  la  s6rie,  puisque  son  nume- 
ratcur  est  moindre  que  l'unitö,  et  que  les  dönominateurs  sont 
les  memes.  D'ailleurs  les  termes  du  developpement  sont  en 
nombre  limite  (m-f-1),  tandis  que  ceux  de  la  s6rie  sont  en 

nombre  infini.  II  en  rösulte  que  Texpression  fl  -| — ]    est, 

quelque  grand  que  soit  m,  inferieure  ä  e  :  cette  expression,  qui 
aup^mcnle  avec  m,  a  donc,  lorsque  m  croit  indöliniment,  une 
limite  qui  ne  peut  6tre  qu'inf^rieure  ou  egale  ä  e.  Nous  allons 
prouver  que  cette  limite  est  6gale  ä  c. 
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öo.  Limite  de   (l-f-— )  >  quand  m  croit  indefimment ,  m 

RESTANT  ENTiER.  Puisque  la  s6rie  e  est  convergente  (II),  on 
peut  donner  ä  n  urie  valeur  assez  grande,  pour  que  l'erreur 
commise,  en  nögligeant  tous  les  termcs  qui  suivcnt  le  {n-\-  l)""% 
soit  införieure  ä  une  quantitö  donnöe  a,  si  potite  qu'ellc  soll; 
de  Sorte  qu'en  d6signant  par  e„  la  somme  des  {n-\- 1)  premiers 
termcs,  on  a  : 

<?  — fn<«. 

D'un  autre  cöt6,  si  Ton  considere  les  (n-{- 1)  premiers  termes 
du  döveloppement,  on  reconnalt  qu'ä  mesure  que  m  croit  in- 
d6(irilment,nrestant  fixe,  les  difft>rcnls  numeratcurs  tendent 
vcrs  une  limite  6gale  ä  l'unit6  (öo,  3°) ;  par  suite,  chaque  terme 
du  döveloppement  a  pour  limite  le  terme  correspondanl  de  e«; 
et  Icur  somme,  qui  se  compose  d'un  nombre  fini  des  termes,  a 
(53,  2°)  pour  limite  e„.  On  peut  donc  prendre  m  assez  grand, 
pour  qu'en  dt'signant  par  A„  la  somme  des  (n  -}- 1)  premiers 
(crincs  du  developpemenf,  l'on  alt  : 

^n  — A„<a. 

De  cesdeux  inögalitcs,  on  conclut : 

e  — A,.<<2a. 

Ainsi,  aprös  avoir  choisi  pour  n  une  valeur  fixe  suffisamment 
grande,  on  peut  toujours,  en  faisant  croilre  w  indöfiniment, 
satisfaire  ä  la  derniere  inegalit6.  D'ailleurs,  si  l'on  donne  en- 
suite  i»  n  des  valeurs  indefiniment  crois&antes,  le  ddveloppement 

A„  augmente,  et  tend  vers  sa limite  lim  (l  -f  — )    ;  2a  tend  vers 

zero  ;  donc  : 

c-lim^l+iy^O,     ou     lim(^l  +  i)=ß.      [12] 

öG.  Gas  oü  m  prend  des  valeurs  fractionnaires.  Si,  dans 
l-f-  — j  ,   on  altribue  ä  w  des  valeurs  fraction- 
naires de  plus  en  plus  grandes,  la  limite  sera  toujours  la  möme 
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et  ögale  ä  e.  Pour  le  prouvcr,  supposons  que,  n  designant  un 
nombre  entier  lr6s-grand,  on  ait : 

771  =  n  +  a, 

a  ötant  moindre  que  l'unite ;  l'expression   n  -f-- )    sera    6vi- 
dcniment  coinprise  entre  les  expressions 

Gar,  pour  obtenir  la  premiöre  de  ces  expressions ,  il  faut,  dans 

/IX"*  1 

(1-^ — J  ,  remplacer  le  terme  —  et  Texposant  m  respective- 

ment  par  les  nombres  plus  grands  —  et  n  + 1  ;  pour  obtenir  la 
seconde,  il  a  fallu  remplacer  les  mSmes  quantitös  par  les  nom- 

l)res  plus  petits  — r--  et  n.  Or  on  a  : 

'       ^       n  -j- 1 

0+r=('+rJ(>+i> 

('+„-^)"=('+„-^r-:^ 


et 


n-\-l 

Comme  n  est  entier  et  tr^s-grand,  ( 1  +  - )  ^'t  ( i  H — ttt) 

difTerent  Ires-peu  de  e  1  +  -  et  1  -\ -— -  dilTerentlres-peude  . 

'■  '   n  '  n  -]-  1  '■ 

l'unitö,  et  les  dcux  expressions  pr^cedcntes  ont  l'unc  et  l'au- 

trc  e  pour  limite.  II  en  est,  par  cons6quent,  de  m6mc  de 

/IX"*  I 

( 1  -| — j  ,  qiii  est  compris  entre  elles. 

37.  Limite  de  fl  -| — j   ,  quand  m  est  kegati^",  et  Aug- 
mente EN  VALEUR  ABSOLUE.  La  llmile  de  (l  -| — j   estencorc  la 


44  LIVr.E  I. 

mßme,  quand  on  atfribue  ä  m  dos  valeurs  negatives  croissantes. 
Car,  posons  w  =  —  jx;  u,  ^tant  n^gatif  iious  aurons : 

/            1    N"*"* 
Or,  quand  f/.  croit  indefiniment,    ( 1 -| -]       tend   vers  e 

(ö6),  et  ( 1  H — — —  j  tend  vers  1  :  donc  encore  ici : 
\\m(l-{--Y=e. 

S8.  Limite  de  f  1-j — j      ou  de  (l ]  ,  quand  m  croIt 


INDEFINIMENT.  On  a  6videmment 


donc: 


[13]  lim  (i  4-1^  =  1. 

Piiis : 


0+ 


m  —  1 


douc : 

[14]  limfl  — iV=-- 

%  VI.  Sommation  des  piles  de  boulets. 

Ö9.  Probleme.  La  melhode  la  plus  simple  repose  sur  la  solu- 
lion  pr6alable  du  probl^me  suivant ; 
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Trouver  la  somme  des  puissances  m""  des  termes  d'u7ie  progres- 
sion  par  di/ference.  Soit  la  progression  : 

i-a.b.c.d k, 

dont  la  raison  est  r,  et  dont  le  nombre  des  termes  est  p. 
On.  veul  trouver 

S„  =  ö"*  +  6"' +  c"« -)- . . . . -f /£«». 

On  a,  l  6tant  le  terrae  qui  suivrait  k  : 

6  =  a-f-r,    c  =  &-f-r,     d  =  c-\-r,....  l=k-{-r. 

lillevons  ces  diverses  egalit^s  ä  la  piiissance  (w-f-l);  nous 
aurons : 

Ajoutons  toutes  ces  6galites,il  vient,  en  designant  generale- 
menl  par  S^  la  somme  a^  -\-bi^-\- ....-}- k^; 

,  (m-\-\)m(ni — 1)  ,c       ,        ,        ^, 

Oelte  equation  fera  connaitre  S"*,  si  Ton  connail  Sm-i,  Sm_2..., 
Sä,  Si.  En  y  faisanl  donc  successivemenl  ?n=  1,  =  2,  =3,  elc  , 
on  obtiendra  successivemenl  Si,  puis  S2,  piiis  S3,  elc. 

CO,  Application.  Supposons,  par  exemple,quela  progression 
propos^e  soit  la  suite  des  n  premiers  nombres  enliers  : 

f  1.2.3.4  ..,?i; 
on  a  ici  : 

S^=l''+2i'4-3i^4-...  +  ni^;fl  =  l,  l  =  n-\-\,  r=l,  p=:n; 
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et  notre  formule  g6n6rale  devient : 

[16]     (n  +  ir*=l  +  (m+l)S.+^^^^J^ 
,   (m-\-\)m(m—-\)^        .  .  {m-\- l)m...3.2  ^    . 

+ 1:2:3 S„-,+  ...+ ^-^-^^ S,+«. 

Faisant  d'abord  m=  1,  il  vient  ; 

(n+l)'^  =  l  +  2S,+n;     d'oü    Si  =  ^i^^^^, 

formule  d6jä  connue. 
En  faisant  m  =  2,  il  vient : 

(n  +  l)='  =  l+3S2  +  3Si  +  n; 

d'oü  e^_2(n4-l)^-2(n4-l)-3n(n+l) 

6  ' 

ou      [1]     S.=  V^  +  2^  +  3^+...-{-n^  =  '2i^l±^}S^^l±}l. 

6 

Teile  est  Ja  formule  qui  va  nous  servir  pour  la  sommalion  des 
piles  de  boulels. 

Elle  se  deduit,  comme  on  voit,  d'une  formule  beaucoup  plus 
generale,  qui  pourrail  donner  egalement  la  somme  des  cubes, 
la  somme  des  qualriemes  puissances....  des  nombrcs  naturels. 
Si  Ton  veut  seukuiient  arriver  le  plus  simplement  possible  ä  ce 
resullat,  qui  est  le  seui  dont  on  ait,  actuellement,  ä  faire  usage, 
on  peut  proceder  comme  il  suit. 

61.  Recherche  directe  de  la  somme  des  carr]^s  des  n  Pre- 
miers NOMBRES  entiers.  Oll  a  evidemmcnt : 

23=(1  +  1)3=  13_[-3X  1^  +  3X1  +  1, 
33  =  (2-|- 1)3=2^+3X2^+ 3X2  +  1, 
43=  (3+l)'»  =  33+3X32 +  3X3  +  1, 
(?i  +  l)ä  =  n' +  3n«  +  3?i  +  1  ; 

ajoiilant  toutes  ccs  C^galil^s,  ii  vient,  apres  que  Ton  a  supprim6 
les  termes  cemmuns  aux  deux  membres,  et  en  d^signaiitparSj 
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la  somme  des  carrcs  des  nombres  natuiels  et  par  Si  la  somme 
des  premieres  puissances  : 

(n+l)'=l  +  3S2  +  3Si+n, 

cqualion  identiqne  h  celle  da  paragraphe  pr^cMent,  et  dont  on 
döduira  la  meme  valeur  de  S2. 

62.  PiLES  TRiANGULAiRES.  La  basc  d'une  pile  triangulaire  est 
formee  par  des  boulets  ranges  en  Iriangle  equilateral.  La  pre- 
miere  rangle  contenant  1  boulet,  la  seconde  2,  la  troisieme  3, 
la  n""  n,  le  nombre  total  des  boulets  employ^s  est  ici : 

l  +  2-t-3  +  ... -f  n  =  -^^^=— I^. 

Latranche  immedfatement  sup6rieure  est  formte  par  des  bou- 
lets ranges  6galeinent  en  triangle  6quilaleral,  dont  le  cöte  con- 
tient  un  boulet  de  moins;  le  nombre  des  boulets  de  cette  seconde 
tranclie  s'obtiendra  donc  en  cbangeant,  dans  la  formule  prece- 

denle,  n  en  (n —  1);  on  aura  ainsi  ^  ^ -.  La  Iroi- 

(fi 2)^  -1-  (n 2) 

siöme  tranchecontiendra  de  möine^^ ^—^ boulets;  et 

l2_i_  1 

ainsi  de  suite  jusqu'ä  la  premiere,  qui  en  contient  — ^ — . 

Le  nctmbre  total  est,  d'apres  cela  : 

^  n'  +  n  .  (n—\y+(n-l)_(n-2f+(n-~<2)  ,  .V+l. 
i— 2 h—  2  -  2  ^"-"^       2~' 

ce  que  Ton  peut  6crire  de  la  maniere  suivante  : 

_ ?,''|(n-l)^+(n-2,^+...4-P     «-f(7i— l)+Oz— 2]+...  !-  I 
2  "^  2 

ou,  en  vertu  des  formules  6crites  plus  haut  (60)  : 

n(7i+l)(2n+l)  ■  n(n+l)^n(n4-l):2n  +  4) 
•'■■"'  12  ■"        4  12 

r,«i                             n(n-(-l)(n+-2) 
ou      [18]  1= * 
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Teile  est  la  formule  qui  exprime  le  nombre  des  boulels  conte- 
nus  dans  une  pile  triangulaire. 

65.  Pile  a  base  carree.  La  base  d'iine  pareille  pile  est  formte 
par  des  boulels  rang  es  en  carr6,  dont  le  nombre  total  est  n^,  n 
d6signant  le  nombre  de  ceux  qui  sont  conlenus  dans  le  cöt6  de 
ce  carre.  La  seconde  tranche  contiendra  (n — 1)^  boulets,  la 
troisieme  (n— 2)^,  etc.,  et  enfm  la  derniere  n'en  contient  qu'un. 
Le  nombre  total  est  donc  : 

Q  =  u=^  +  (n-l)''+(n-2)^+...+  l 
ou    [19]  Q^n(n+lK2n+0 

G4.  Pile  a  base  rectangulaire.  La  base  d'une  pareille  pile 
est  formee  par  des  boulets  rauges  en  rectangle.  Si  Tun  des  cöt6s 
de  la  base  contient  w  boulets  et  l'autre  cöt6  n,  le  nombre  total 
des  boulels  qui  la  composenl  sera  mn.  La  tranche  suivante  est  un 
reclangle,  dont  les  cöles  comprennenl  respeclivemenl  (w  —  1) 
et  {n —  1)  boulets;  eile  en  contient,  par  cons^quent,  un  nombre 
6gal  ä  (m  —  1)  (n  — 1);  la  troisieme  tranche  en  contient  de 
meme  {m  —  2)  (n  —  2) ;  et  ainsi  de  suile  jusqu'ä  la  derniöre,  qui 
est  une  lile  de  (w  —  n-\- 1)  boulets  (si  l'on  suppose  m>n).  Le 
nombre  total  que  nous  cherchons  est  donc  : 

R=mu+('m— l)(n— l)  +  (??i— 2)(n— 2)-}-...+(??i— n+l)!. 

Posons  m — n=jj :  onaura  :  m=n-{-'p,  et  la  formule  devien- 
dra  : 

R=,,(n4-p)+(n-l)(n-l+i>)  +  (n-2)(n-2+;?)+...+l(l4.p), 

c'est-a-dire  : 

U=[n^  +  («_l)^-|-(n-2)^  +  ...+  r^]+y.[u+(u-l)+...-l-l], 

ou,  d'apr.es  ies  formules  connues  (GO)  : 

n(n+l)(2n+l)  ,    „  n(n+l) 
^  = 6 +^'- 2 

ou  enliL    [20]      U= g 
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63.  MoYEN  DE  VERiFiER  DES  FORMüLES.  Nous  ferons  coniiailre, 
ä  l'occaüion  des  forniiiles  pr6cedenles ,  iin  mode  de  raisonne- 
menl  tres-frcquemmenl  employ6,  et  qu'il  suffira  de  developper 
sur  un  seul  exemple. 

Supposons  quel'on  donne,  sans  d^monslration,  la  formule 

l«4.2^  +  3'  +  ...  +  n«  =  ^±il^!!!+i\ 

Comment  devra-t-on  s'y  prendre  pour  en  v^rifier  l'exactitude? 
On  commencera  par  faire  les  hypoth^ses  les  plus  simples  : 

^               ,              ?i(n-hl)(2n+l)      1.2.3      , 
Pourn  =  l,  ona  :  -^ — ■ — ^^ ■ — ^-=—-—=  l; 

D  D 

Pour»  =  2.ona=''<''  +  "/^''  +  ')=H_^=5  =l'+2'; 
Pour  n  =  3.  on  a :  !L(l±ili!!i±l)=M:!=,4=l'+2>+3-. 

D  6 

La  formule  est  donc  exaete  pour  les  valeurs  1 ,  2, 3  du  nombre  n. 
Cela  pos6,  pour  prouver  qu'elle  est  g^närale,  il  suffit  de  mon- 
trer,  qu'en  la  supposant  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  w, 
eile  Test,  par  cela  meme,  pour  la  valeur  immediatement  sup6- 
rieure.  Admetlons  que  Ton  ait  : 

O 

il  faut  prouver  que  Ton  aura,  par  suite  : 

■   ;(,]    ,.+  2.+...  +  H>  +  ;„+,).  =  (HilI^2KiH+i), 

Les  Premiers  membres  des  equations  [a]  et  [b]  ont  pour  dilTL-- 
rence  (n  -\-  l)^  Si  donc  il  en  est  de  möme  des  seconds  mem- 
bres, la  premiere  egalit^  entraiiie  nöcessairement  la  second-^. 
ür  on  a  : 

(?i4-l)(H  +  2)(2nH-3)       ?i(n +  1)  (2  n-i-l) 


__(u+-l)r(H+2)(2H4-3)-n(2/i  +  l)]  _(H+l)(6n+6)  _,.^,   ,,, 
: ü 6  -A"^  '^  • 

ÄLG.    SP.    li.  4 
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Le  th^oreme  est  donc  v6rifi6. 

Une  marche  semblable  s'appliquerait  aux  diverses  formules, 
qui  repröseritent  le  noinbre  des  boulets  daus  les  differents  cas. 


RfiSUMfi. 

SO.  Definition  des  combinaisons;  ceque  Ton  nomme  arrangements,  pro- 
duits  difförents.  —  51.  i^ombre  des  arrangamenls  de  m  objets,  pris  n 
an.  —  52.  Nombre  des  permutations  de  m  objets.  —  55.  Nombre  des 
produits  difförents  de  m  objets  n  ä  n.  —  54.  Forme  phis  simple  de 
l'expression  du  nombre  des  produits  differents.  Le  nombre  des  pro- 
duits differents  de  m-lettres  n  ä  n  est  le  raöme  que  celui  de  m  let- 
Ires  (m  —  n)  ä  (m  —  n).  —  51}.  Le  nombre  des  produits  differents  de  m 
objets  n  ä  n  est  la  somme  des  nombres  de  produits  differents  de  (m — 1) 
objets  n  ä  n,  et  de  {m — 1)  objets  (n — 1)  ä  (n  —  1).  —  5G.  Le  produit 
de  n  nombres  enliers  consecutifs  est  divisible  par  le  produit  des  n  Pre- 
miers nombres  enliers.  —  57.  Forma  tion  du  produit  de  m  binomes  qu 
ontle  meme  premier  terme.  —  58.  Puissance  d'un  binome. — 59.  Terrae- 
f'en(5ral  du  binome.  —  40.  Moyen  de  former  uii  terme,  connaissant  le 
precedent.  —  41  Les  coefficients  ä  6gale  dislance  des  extremes  sont 
egaux.  —  42.  Les  coefficients  vont  en  croissant  jusqu'au  milieu.  — 
45.  Puissance  d'un  binome  dont  le  second  terme  est  negatif-  — 
44.  Somme  des  coefficients  du  binome.  —  4ä.  La  somme  des  coeffi- 
cients de  rang  pair  est  egale  ä  celle  des  coefficients  de  rang  impair.  — 
\G.  Relations  entrc  les  coefficients  de  deux  puissances  succcessives  de 
(^x-\-a).  —  47.  Puissances  successives  de  \/ — 1.  —  48.  üöveloppement 
de  (a-|-6v^ — l)"*.  —  49.  Gondilions  pour  que  le  resultat  seit  reel.  — 
äO.  Puis^ance  d'un  trinome.  — ol.  Terme  general  du  d6veloppement. 
S2.  Terme  general  du  d^veloppement  de  (a-[-6-j-c+^)™. — ^3.  Th6o- 

(1 X*" 
1-] —  j     a  une  limite, 

quand  in  crott  indefiniment.  —  ijo.  Getto  limite  est  e,  quand  m  est  en- 
.  lier.  —  S6.  Elle  est  encore  e,  quand  m  est  fractionnaire.  —  K7.  Elle  est 

/  l\-m 

encore  e,  quand   m  est  negatif.  — 38.  La  limite  de  I  1-| — 1      ou 

/        1  \"»        1 

de  {  1 Ost  -.  —  S9.   Somme  des   puissances   semblables  des 

V       mj  e  ' 

termes  d'une  progrcssion.  —60.  Application.  — 61 .  Somme  des  car- 

res  des  nombres  naiurels.  —  62.  Piles  Iriangulaires.  —  65.  Pilesäbaso 

rarree.  —  61.  Tilcs  ä  base  rectangle.  —  63.  Moyen  de  vörifier  l'exac- 
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tilude  de  la  formule  qui  donne  la  somme  des    carrös  des  nombres 
nalurels. 

EXERCICES. 


I.  En  d^signant  par  [m]    le  produit  m{m  —  1) (m—n  +  l),  v^rifier  les 

formules  : 

1°  [{a  +  b)]~\a]+m[a]b 

m  m  1    9  7)1  «       P       Y 

2°        [(a  +  b+c)J  =  [a]+....  +  ,_.,__^_^^_,^;;;p  ^^___^^[a][bj[c]  +  ...; 

le  secrnd  membre  contenantles  termes  anuloguesä  ceux  que  nous  avons  ecritSj 
et  correspoiidant  ä  toutes  les  valeursde  a,  ß,  y,  pourlesquelles  a  +  ß  +  Y  — m- 

o 

On  legarde  [a]  comme  6gal  ä  1. 

On  considere  chacun  des  termes  comme  reprtsenlant  un  nombre  d'arrange- 
ments. 

II.  Trouver  le  nombre  x  des  termes  du  d^veloppement  de  [a  +b  +  c)"  et  le 
nombre  y  de  ceux  de  (a  +  b  +  c  +  d) ". 

On  trouye  : 

(m+l)(m+2)  _(m+l)(iH+'2)(ia  +  3) 

^= — ry— '     "- rx3        • 

III.  Veiificr  la  formule  : 

1       /        1\"        /     ,   l\"-2      ?i(n--3)/     ,   iX»-* 

?*(n— 4)  ()i  — ')) 


])" 


x+l)       +.... 


1.2.3  V         X, 

+  Hi)>""— '-""',-'7,^';;-'"-^''+"  (x+l)"-'+ .... 

On  dömontre  que,   si  la  formule  est  vraie  pour  deux  valeurs  cousecutives 
de  n,  eile  est  vraie  pour  la  valeur  immödiatement  superieure. 

IV.  VeiiOer  la  formule 

.   7>l(ll)  —  1)  , 

1  .2...  m-{m  4-  i  "'  —  m. »!'"  +  ■         ., — ■(m—[)"* 
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Methode  analogue  ä  la  pröcedente  :  ou  bien,  on  exprime,  de  deux  maniöres, 
la  m""  diß'^rence  de  x"  (voir  Liv.  III). 

V.  Trouver  le  plus  grand  terrae  du  d^veloppement  de  {x  +  «)"•• 

Ce  terme  est : 

m(m-l)...:(m-p  +  l)    ,^^.„ 
1.2. ...p  » 

p  6tant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  la  fraction ; — —> 

VI.  a;  et  a  ötant  donn^s,  et  m  augmentant  indefinimeat,  trouver  la  limite  du 
rapport  de  leurs  exposants  dans  le  terme  maximum  du  developpement  de 
(a;  +  o)'". 

Cette  limite  est  -. 
a 

VII.  Trouver  le  plus  grand  terme  de  (a+&  +  c)»»,  et  les  rapports  limites  des 
exposants  de  a,  b,  c  dans  ce  plus  grand  terme,  lorsque  m  augmente  indöfini- 
ment. 

Ce  plus  grand  terrae  se  deduit  de  l'exercice  IV ;  et  les  exposants,  dans  ce 
terme,  tendent  ä  etre  proportionnels  ä  a,  b,  c. 

VIII.  Verifier  que  (x-\-a]'»+{x — a)'"  est  plus  grand  que  2.'r"',  en  valeur  ab- 
solue.  En  deduire  ie  maximum  de  x-\-y,  lorsque  xm  +  y»  est  donn6. 


IX..  Verifier  la  Tormule 

tili 
1.2 


(X  +  a)" ^^x«  f  JHaOr+ß)"'-'  +'"^7      '^a(a  — 2ß)(a;+2ß)"'' 


m(m  — 11... .(m  —  u  +  l) 
^••••■^""^ lX3I ^:-l-'«(a-nß)"-'(r+nß)  — 

+  ....  +niaia-(m— l)ß]""-2[.x--|-(m  — lißj  +  a>  — mß)'»-'. 

Cette  formulc,  dans  le  casde  ß  =  0,  nedififere  pas  de  celle  du  binome  :  eile  a 
lieu,  quelque  seit  ß. 

Application  de  la  m6thode  du  n"  63  :  ou  vörification  directe. 

X.  Nombre  de  manieres  de  d6composer  un  polygone  en  triangles  par  les  dia- 
gonales :  d^montrer  les  formules  : 

,  P„fl  =  P,.  +  P,.->P.  +  P„-.P4+      ...  +  PP3Pn-l  +  P- 

(i         "' 

l'n  deijignant  de  combien  de  manieres  cette  decomposition  peut  se  faire,  pour 
un  polygone  de  n  cot^s. 
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On  cherche,  pour  la  preraiere,  de  combien  de  decompositions  faitpartie  chacun 
des  trianglesquiont  pour  base  un  meme  cöte  dupoiygore;  et,  pourla  seconde, 
dans  combien  de  decompositions  entre  une  mSme  diagonale. 

XI.  Si  l'on  considere  une  permutation  de  n  nombres  1,  2,  3,...n,  que  Ton 
dise  qu'il  y  a  derangement,  quand  un  nombreest  suivi,  immcdiatement  ou  non, 
d'un  autre  pluspetit  que  lui;  prouver  que  le  nombre   total  des  derangements, 

contenue  dans  les  permulations  de  ces  n  nombres,  est  egal  ä  (1.2....n).-— r — ■. 

On  prouve  d'abordque  D„+i=r  (7i-|- 1)  D„+ -x  P«,  en  dösignant  parD„le  nom- 
bre de  derangements  relatifs  aux  permutations  des  n  nombres,  et  par  Pn  le 
nombre  des  permutations.  On  cn  conclut  : 

D„,^=  (n4- 1)  (n  +  2;  ...(n  +  p)D„-t-l  [pn  +  lilEzll^j  p„^^., 

et  de  l;i,  en  faisant  n=  ],  et  cbangeant  ensuite  p+  1  en  n,  on  tire  la  formu'e 
demandee. 

XII.  Trouver  la  somme  des  carres  des  coefficients  du  binome. 

Cette  somme  est  le  coefficient  de  «»"x»",  dans  le  developpement  de  (r  +  a)'^". 

XIII.  Cette  somme  peut  etre  represcntc'e  par  les  deux  formules  : 

2ti.(2»  — 1)..  -(n  +  l)  2.6.10.1-'(....4h-2. 

1.2.3....n         '  1.2....n  ' 

prouver  que  ces  formules  sont  äquivalentes. 
Application  de  la  methode  du  n°  C5  ;  ou  v^iification  diiecte. 

XIV.  Prouver  que  si,  dans  la  somn  e  des  n  fractions 

„       1— -"^  ,   i'—x^n  —  r)  (\—x\{a  —  r){n-—r)..(a"--'  —  X) 

^=r^+     a-a'     +•■■•+ ^n^    in^> ' 

a    -     — a     ' 
on  faita;=i:a",  celte  somme  devlcnt  6ga'e  ä  n. 

Application  de  la  methode  du  n"  65. 

XV.  Trouver  la  limite  de  I  1  -|-  — )  ,  lorsque  m  crolt  indefiniment.  Celte 
iimite  est  e'.  Former  le  serie  qui  la  represente. 

XVI.  Prouver  que  la  sörie      « 

dans  laquolle  z  esi  un  nombre  eutier,  ainsi  que  les  exposants  a,,   «j,...  a«, 
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une  limite  incommensurable,  lorsque  les  dirf-M-cncesaj—  -y.,,  y.-, — 7i,-..-,„n — :'-,:,. 
vont  toujours  en  augmentant. 

On  suit  une  marche  analogue  k  celle  qui  a  servi  pour  prouver  que  e  est  in- 
commensurable. 

XVII.  Trouver  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers. 
On  trouve  (60)  :  S,=     ^''J  "  ,     ou    S,=S,^ 

XVIII.  Si  Tonnorarae  S„  la  somme  des  m""''  puisiaiico^  de^,  n  premiers  nom- 

lii+ 1)'""   ,     n»'+'         ,.  . 
bres  naturels,  prouver  que  S„  est  compris  entre  -— —  le  — —— ,  mdesi 

»napt  UQ  nombre  entier  quelconque. 

On  applique  la  formule  \\Q],  (n"  60). 


CnAPITRE  III. 

COMPLEMEIVT   DE  LA   THEORIE  DES  LOGAKITHRI!  S. 

j 
§  I.  Des  exposants  incommcnsurables. 

6C.  Exposants  incommensurables.Nous  avons  expliqu^,  dans 
la  premiferc  partie  (5JiO),  comment  on  dcfinit  un  nombre  in- 
coinmensurable,  en  disant  quels  sont  les  nombres  commensu- 
rables  plus  pelils,  et  quels  sont  les  nombres  commensurables 
plus  grands  qua  lui.  Nous  avons  dit  aussi  (581  et  suiv.)  com- 
ment on  doit  enlendre  les  Operations  relatives  ä  ces  sörtes  de 
nombres. 

Si  Ton  considere  l'expression  a",  dans  laquelle  x  a  une  valeur 
commensurable,  cette  expression  a  6l6  definie  (I,  105),  et  ne 

presente  aucune  obscurite  ;  car,  en  supposant  a;egalä  — ,  in  et 

n  ötant  entiers,  on  a  :     . 


Nous  supposerons  toujours  que  a  soit  positif,  et  nous  ne  con- 
sidöreronsque  les  valcurs  icclles  et  positives  du  radical ;  il  n'y  a 
donc  lä  ni  difficulte  ni  aml!igmlc\  Si  a?  a  une  valeur  negative 
( --  m),  a"  est  defini  (I,  88)  par  l'equation 

II  nous  reste  donc  ä  deniiir  n",  lorque  x  est  un  nombre  in- 
commensurable,  posilif  oü  nögatif.  On  doit,  dans  Ce  cas,  adop- 
ter  la  definilion  suivante  : 

a'^  est  la  llmite  vers  laquelle  tendent  les  jmissonces  de  a,  dont 
l'exposanl  commensurable  s'approchede  plus  en  plus  de  x. 

;  Cette  definilion  est  tres-simple,  mais  eile  exige  quelques  de- 
vcloppemcnts.  On  pourrait,  cn  effet,  se  dcmandcr  si  lalimKc 
est  bicn  determinöe;  et  si,  quelle  que  soit  la  säric  des  exposants 
commensurables  (pii  s'approchent  indefmiment  de  x,  la  limitc 
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des  puissances  de  a  est  toujours  la  m6nie.  Pour  le  d6monlrer, 
il  faut  6lablir  quelques  propositions. 

(>7.  Theoreme  L  Toutes  les  puissances  commensurables  d\m 
nombre  positif  sont  positives,  (\e\ai  r6suUe  de  ce  que,  commenous 
Tavons  dit,  nous  ne  consid6rons  que  les  valeurs  positives  des 
ladicaux. 

68.  Theoreme  II.  Toutes  les  puissances  positives  d'un  nombre 
plus  grand  que  Vunite  sont  elles-memes  plus  grandes  que  l'unite,  et 
toutes  les  puissances  7iegatives  sont  moindres  que  Vunite. 

Le  contraire  a  Heu  pour  les  puissances  d'un  nombre  moindre  que 
l'unite. 

Soit,  en  effet,  a  un  nombre  plus  grand  que  l'unit6,  et  soit  «" 
unc  puissance  positive  dea;  on  a,  par  d^finition  : 

or,  a  6tant  plus  grand  que  l'unitö,  il  en  est  ßvidemment  de 
mßme  de  la  puissance  cnti^re  a",  et  par  suite  de  y  •  "*• 

Les  puissances  positives  de  a  etant  plus  grandes  i  ue  l'unil^, 
l'6galit6 

inontre  que  les  puissances  negatives,  qui  sont  leurs  inverses, 
sont  moindres  que  l'unitö. 

Enfin,  si  Ton  suppose  ä  a  une  valeur  moindre  que  l'unite, 

on  peut  le  reprösenter  -,,  a'  6tant  plus  grand  que  l'unite;  on 

aura  alors : 

et  il  e^  övident  que  les  valeurs  de  x,  qui  rendent  a''  plus  grand 
que  l'unitö,  rendent  a*  plus  petit,  et  r^ciproquement. 

69.  Theoreme  III.  »Si  x  recoit  des  valeurs  commensurables  crois- 
santes,  Vexpression  a*  varie  toujours  dans  le  meine  sens;  eile  aug- 
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mente,  si  a  est  plus  grand  que  l'unite;  eile  cUminue,  dans  le  cas 
conlraire. 

Soient,  e'n  cffet,  p  ci  q  deux  valeurs  comnieiisnrables,  posi- 
tives ou  nägalives,  atuibu^cs  successivcmcnt  ä  o;;  on  a  (I,  Ol) : 

a« 

Or  {q — p)  est  positif,  puisque,  par  hypolh^se,  q  est  plus  grand 
que  p.  Si  donc  a  est  plus  grand  que  l'unilö,  il  sera  de  nieuic 
de  a'"*";  et,  par  suitc,  on  aura  a'^^a^.  Si,  au  contrairc,  a  est 
iiioindre  que  l'unite,  ilen  sera  de  niöme  de  a'-^;  et  Ton  aura 
a^<Ca^.  Donc  a"  augmcnle,  dans  le  premier  cas,  quand  x  passe 
de  la  valeurp  ä  la  valeur  p ;  et  il  diminuc  dans  le  second. 

70.  Theoreme  IV.  On  peut,  dans  l'expression  a*,  donner  au 
nombre  commensurable  x  un  accroissement  assez  petit  pour  que  a* 
varie  aussi  pcu  qu'on  le  voudra. 

Soll  m  une  valeur  commensurable  quelconque  de  a;;  je  dis 
que  Ton  peut  augmenter  m  d'une  quanlile  a  assez  petite  pour 
que  la  diffärence  (a"*  "—  a"")  soit  aussi  petite  qu'on  le  voudra. 

Ona:  a^+'^f^xa", 

et,  par  suite,  «""+«—  a"'  =  a'"  {a"  —  l). 

Or  a"*  est  un  nombre  indäpendant  de  a ;  il  suffit  donc  de  prouver 
que  (a"—  1)  peut  etre  rendu  aussei  pelit  qu'on  le  voudra,  pour 
des  valeurs  suftjsaiiimcnt  pelites  de  a. 

Supposons  d'abord  a  plus  grand  que  l'unite.  Quelle  que  soit 
la  valeur  positive  de  a,  a»  sera  toujours  (G8)  plus  grand  que 
l'unilö.  Pour  niontrcr  qu'il  en  approcbe  autant  qu'on  veuf,  il 
suffit  de  faire  voir  qu'il  peut  devenir  plus  pelit  qu'un  nombre 
quelconque  (1  -\-  e)  superieur  ä  l'unitt»,  et  que,  quelque  soit  e,  on 
pcul  cboisir  «,  de  maniere  que  l'on  ait, 

a«<l  +  £. 

Posons,  en  effet,  «  =  -,  les  valeurs  ind6finiment  d^croissanles 
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de  a  correspondant  aiix  valeurs  ind^finiment  croissantes  de  k; 
rin(^galile  pr6c6dente  devient : 

;  a^<(l4-s), 

ou,  ce  qui  revient  au  m6me  : 

(l  +  s)*<a. 

Or,  les  puissancesenlieres  de  (1  +  s)  forment  une  progi-essiöii 
par  qiiotlcnt  croissante,  dont  les  termes  (I,  oGl)  püuvent  sur- 
passcr  toule  liiiiile.  Laderniere  inegalit6  estdonc  toujours  pos- 
sible;  et,  par  suile,  la  proposition  est  dömontree,  dans  le  cas 
defi>l. 

Si  a  est  moindre  que  1,  on  le  repr^eente  par  —  ,  a'  6tant  plus 

grand  que  Tanite;  a*  sera  alors  6gal  ä  -7;^;  or,  a'"  diff^ranl,  d'a- 

pres  ce  qui  precede,  aussi  peu  que  Ton  voudra,  de  runit6,  11  eri 
scra  (^videmment  de  möme  de  a". 

71.  Definition  rigoureuse  de  a'.  Les  theoremes  qui  pr6- 
cedent  sont  indispensables  pour  donner  de  o."  une  d^finition 
parfaitement  rigoureuse,  dans  le  cas  oü  x  est  incominensurable. 
Cbacun  d'eux  forme  d'ailleurs  une  proposition  qu'il  serait  indis- 
pensable deconnailre,  quand  bien  m6ine  on  ne  s'astreindrait 
pas,  comme  nous  l'avons  fait,  ä  ne  laisser  subsister  aucune  diffi- 
cult6  sur  ce  point  important. 

Nous  dirons  :  a*^  represente,  pour  une  valeur  incommensurable 
h,  attribuce  ä  x,  un  nombre  compris  entrc  les  valeurs  de  a*",  qui 
correspondent  ä  des  exposants  commensurables  moindrcs  que  h,  et 
Celles  qui  correspondent  ä  des  exposants  commensurables  plus  grands 
que  b.  Gelte  definilion,  analogue  ä  celle  que  nous  donnons,  en 
aritbmelique,  pour  les  racines  carr6cs  et  cubiqiles,  et,  en  alge- 
bre  elementaire,  pour  les  logarithines,  assigue  ä  a'  une  valeur 
unique  et  dötermiuee. 

Si  l'on  suppose,  en  effct,  pour  fixer  les  idöes,  que  les  valeurs 
de  a'  repr(5sentent  des  longueurs  porlees,  sur  une  ligne  droite, 
ä  partir  d'une  cerlnine  origine,  les  extremites  de  cclles  qui  cor- 
respondent ä  des  valeurs  de  x  moindres  que  h  occuperont  une 
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certaine  r^gioii  de  la  droite;  les  extremites  de  Celles  qui  cor- 
respondent  aiix  valeurs  de  x  plus  grandes  que  h  eii  occupe- 
ront  une  autre;  et  i/  r.esuHe,  des  theoremes  precedents^  qiie  ces 
r^gions  sont  entieremcnt  Separees  (69),  et  qn'il  ne  peut  exister 
entre  elles  aucun  Intervalle  d'^tendue  tinie  (70),  mais  iin  simple 
point  de  demarcation,  La  distance,  ä  laquelle  ce  point  se  trouve 
de  l'origine ,  mesure  a". 

§11.  L'expression  a"  peut  pren  Ire  toutes  les  valeurs  positives,  iorsque  a 
est  un  nombre  positif,  plusgrand  ou  plus  petitque  l'unite. 

72.  GoNTiNuiTE  DE  LA  FONCTioN  a".  Nous  vcnoiis  de  voir  (70), 
que  si,  Ic  nombre  a  6tant  dormo,  l'exposant  x  regoit  des  accrois- 
sements  suffisamment  petits,  l'expression  a"  peut  varier  aussi 
peu  qu'on  le  voudra.  On  dit,  d'apres  cela,  quo  cette  expres- 
sion  est  une  fonction  continue  de  x;  et  le  mot  continue  exprime 
qu'elle  ne  peut  passer  brusquemenl  d'une  valcur  ä  une  autre, 
Sans  elre  susceptible  d'acquerir  les  valeurs  intermediaires. 

75.  L'expression  a*  peut  prendre  toutes  les  valeurs  posi- 
tives. II  r^sulte  de  la  continuite  de  V expression  iv-,  que,  a  etant 
positif,  et  X  variant  de  — oo  ä  -)-<»  ,  cette  expression  peut  prendre 
toutes  les  valeurs  positives.  Pour  le  demontrer,  nous  distingucrons 
deux  cas. 

1°  a  est  plus  grand  que  VunitL  Les  puissances  cntiorcs  et  po- 
sitives de  a  formen t  une  progrcssion  croissante;  et,  par  suite 
(1 ,  5GI ),  il  existe  toujours  un  cxposant  assoz  grand  pour  que  a'^ 
döpassc  toüte  grandcur  assignee  d'avance.  D'ailleurs,  pour  a;=0, 
fl'' devient  l'unilö ;  et,  par  consequent,  la  fonclion  coiisideree, 
pouvant  ßtre  ^gale  ä  l'unitö  et  ä  un  nombre  aussi  grand  que 
l'on  voudra,  peut  acquerir,  en  vertu  de  la  continuite,  toutes  les 
valeurs  intermediaires.  On  voit  doiic  quo,  x  variant  de  0  h  -|-  oo^ 
a*  varie  de  1  ä  -f-  oo,  et  prend  toutes  les  valeurs  plus  grandes 
quo  l'unittj. 

Si  l'on  donne  ä  x  des  valeurs  negatives,  en  posant,  par 
exemple,  x=^ — m,  on  aura  : 
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et,  m  variant  de  0  ä  -f-  w,  le  denominateur  du  second  membre 
prend  loutes  les  valenrs  possibles  plus  grandes  qua  l'unlte;  et, 
par  suite,la  fraction  prendra  toutes  les  valeurs  moindres  que  1. 
On  voil  donc  que,  x  variant  de  —  oo  ä  0,  a*  varie  de  0  ä  1. 

U  est  clair,  d'ailleurs,  que  a'  ne  peut  pas  prendre  deux  fois  la 
meine  valeur ;  cur  si  Ton  avait,  par  exeraple  ; 


ft-^^fl"' 


on  en  conclurait : 


1="-; 


or,  la  puissance  z6ro  d'un  nombre  plus  grand  que  1  est  6videm- 
ment  la  seule  qui  soll  6galc  ä  l'unile;  et  l'on  devrait  avoir  : 


2»  a  est  plus  petit  que  l'unite.  Posons  a=  -,;  a'  sera  plus  grand 


a 


que  l'unite.  On  aura  : 


Or,  d'apres  ce  qui  pr^cede,  x  variant  de  0  ä  -j-oo,  a'"  prendra 
toutes  les  valeurs  possibles  supärieures  ä  l'unite ;  donc  a*  pren- 
dra övidemment  toutes  Celles  qui  sonl  moindies.  Puis,  x  variant 
de  0  ä  —  00,  a'"  prendra  toutes  les  valeurs  moindres  que  l'unite ; 
et,  par  suite,  a"  prendra  6videmment  toutes  Celles  qui  sont  plus 
grandes  que  l'unite.  En  sorte  que,  dans  ce  cas  encore,  a"  pcut 
prendre  toutes  les  valeurs  positives. 

§111.  Proprielös  g6n6raies  des  logariltimcs. 

74.  La  d^finition,  que  nous  avons  adoptee  (I,  572),  permel 
de  d6montrer  les  proprit^tes  essentielles  des  logarilhnies;  inais, 
pour  leur  6tude  plus  npprofondie,  il  est  conveiiable  de  prendre 
un  autre  point  de  d^part;  et  nous  adopterons  une  dt^finition 
nouvelle. 
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76.  Definition  des  logarithmes.  Lorsqu'on  a  la  relatiori 

a''  =  b, 

on  dit  que  x  est  le  logarithme  du  nombre  b,  dans  le  Systeme  dont 
la  base  est  a;  et  on  recrit  ainsi  : 

x  =  ]ogb. 

Tout  nombre  posilif  a  un  logarithme,  dans  le  systöme  dont  la 
base  est  a,  et  n'en  a  tiu'iin  seul ;  car  on  a  vu  (75)  que,  quand  x 
croit  par  degres  Continus  de  — oo  ä  -j-oo,  a^  passe  par  toutes 
les  valeurs  positives,  et  ne  passe  qu'une  fois  par  chacune.  Les 
nombres  n^gatifs  n'onl  pas  de  logarithmes  r6els. 

L'ensemble  des  logarithmes  des  diffärents  nombres,  corres- 
pondant  ä  une  meme  base  a,  forme  ce  que  Ton  nomme  un 
Systeme  de  logarithmes.  Les  logarithmes  d'un  mSme  systöme 
jouissent  de  propri^täs  fort  importantes  que  nousalluns  d'abord 
demontrer.  Nous  supposons  toujours  la  base  positive. 

7G.  Theoreme  I.  Lc  logarithme  da  produit  de  deux  nombres  est 
egal  ä  la  somme  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Soient,  en  effet,  a;  et  y  les  logarithmes  des  nombres  ö  et  c; 
on  a  (7o)  : 

a'  =  b ,     a^  =  c; 

et,  en  mullipliant  ces  deux  6qualions  membre  ä  menibre  ; 

a'-^y~bc; 
donc  (x  -f  y)  est  le  logarithme  de  bc ;  et  l'on  a  : 

log  &c=  log  ö-[- löge. 

77.  Theoreme  II.  Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres 
est  egal  ä  la  di/ference  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Soient,  en  effet,  a;  et  y  les  logarithmes  de  deux  nombres  b  et  c, 

on  a  (7o) : 

a''=.b,     a^=c;  •* 
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et,  en  clivisant  ces  deux  equations  iiicmbre  ä  membre  : 

b 
c 

donc  {x  —  \j)  est  le  logarilhme  de  -;  et  Ton  a  : 

0 

log  -  =  log  b  —  logc. 

78.  Theoreme  III.  Le  logarilhme  de  la puissance  n""'  d'un  nom,' 
bre  est  egal,  qucl  que  soit  n  {entier  ou  fractionnaire ,  positif  ou  ne- 
gatif),  au  produit  de  ii  par  le  logarilhme  de  ce  nombrc, 

Soit  X  Ic  loganthme  de  6  ;  on  a  : 

a*  =  6 ; 

d'oü,  en  ^levant  les  deux  membres  ä  la  puissance  n  : 

a"^  —  5" ; 

donc  nx  est  le  logarithnie  de  6"  ;  et  Ton  a  : 

log  b"  =  n  log  b. 

Ce  Ibeoreme  comprend  evidomment  le  thSoreme  IV  (I,  392) 
rclalif  nu  logarithmc  d'unc  racinc. 

79.  Theoreme  IV.  Bans  un  sysleme  quclconque  de  logarilhmes, 
l'vnile  a  poiir  logarilhme  zero,  et  la  base  du  Systeme  a  pour  loga- 
rilhme ruräle. 

On  a,  en  effot,  quel  que  soll  a, 

a^=a. 

öO.  Theoreme  V.  Lorsque  la  base  d\in  Systeme  est  plus  grande 
que  Vunite,  les  nombres  plus  grands  que  funite  ont  des  logarilhmes 
pcsilifs,  et  les  nombres  mo'mdres  que  Vunite  ont  des  logarilhmes  ne- 
gaiifs.  Le  contraire  a  Heu,  lorsque  la  base  est  moindre  que  Vunite. 

On  a  vu ,  en  effet  (68) ,  que  les  puissances  positives  d'un  nom- 
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brc,  plus  grand  que  i'unitö,  sont  plus  grandes  que  l'unitö,  et  ses 
puissances  negatives  sont  moindres  que  l'unitö.  Le  contraire  a 
lieu  pour  les  puissances  des  nombres  moindres  que  l'unile.  Si 
donc  a  est  plus  grand  que  i'unitö,  l'öquation 

exige  que  x,  c'est-ä-dire  log  6,  soit  positif,  si  b  est  plus  grand 
que  l'unitö,  et  n^gatif,  dans  le  cas  contraire. 
Si,  au  contraire,  a  est  moindre  que  i'unite,  l'equation 

exige  que  x,  c'est-ä-dire  log  &,  soit  n^gatif,  si  b  est  plus  grand 
que  I'unite,  et  positif,  dans  le  cas  contraire. 

81.  Remarque.  Les  nombres  n^gatifs  n'ont  pas  de  loga- 
rithmes;  car  les  puissances,  positives  ou  negatives,  d'une  base 
positive,  sont  toutes  positives. 

§  IV.  Identite  des  logarithmes  algöbriques  et  arithm6tiques. 

82.  Remarque.  II  est  essentiel  de  d^montrer  que  les  loga- 
rithmes, tels  que  nous  les  avons  d^finis,  ne  diflerent  pas  de 
ceux  quo  Ton  considere  en  arithm^tique,  et  qui  naissent  de  la 
considöration  de  deux  progressions. 

85.  Les  logarithmes  algebriques  rentrent  dans  les  sys- 
'  TEMES  consideres  EN  ARiTHMETiQUE.  Si  ToH  considcrc,  CR  cffet, 
des  nombres  en  progression  par  quotient,  commengant  par 
I'unite  : 

H  l  '.  q  '.  q"^ '.  q^ '.  q'' '.  q^  '.  . .  .  .q'^ '.  t?""^* , 

et  que  Ton  nomme  x  le  logarithme  de  q,  les  logarithmes  des 
diff^rents  termes  de  cette  progression  seront  (78)  : 

0,  X,  2x,  3x,  ..,.,  nx,  (ii-{-l)x; 

amsi  quand  des  nombres  sont  en  progression  par  quotient,  com- 
mencant  par  l'unüd,  leurs  logarilhmes{7o)  fornient  une  progression 
arithmötique  commencant  par  0. 

Si  maintenant  on  insere  un  nombre  k  de  moyens  enlre  les 
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tcrmes  consecutifs  des  deiix  progrcssions,  on  dit,  en  arithmö- 
tique,  que  les  termcs  introdiiUs  par  /«,  dans  la  progression  par 
dijference,  sont  les  logarithmes  des  termes  correspondants ,  dans  la 
progression  par  quotient.  Or  nous  allons  voir  que  les  cons6quences 
de  cette  definition  sont  d'aecord  avec  celle  que  nous  donnons  en 
algebre  (73). 

Si,  en  effef,  nous  inserons  k  moyens  entre  les  termes  9",  r/"+S 
de  la  progression  par  quotient,  et  k  moyens  entre  les  termes  na;, 
(n+1)^,  de  la  progression  par  difl'erence,  les  raisons  des  pro- 
gressions  formlos  par  ces  moyens  seront 


et  le  p""  moyen  sera,  dans  la  progression  par  quotient, 
et  dans  la  progression  par  difference, 

Mais  on  a  :  q"X  C V  ^/  =  T ""  rf.  ^ 

et,  puisque  x  est,  par  liypothöse,  le  logarithme  de  7  ,  le  second 
de  ces  nombrcs  est  bien  (78)  le  logarithme  du  premier. 

Ainsi,  lorsquon  insere  un  mcme  nombre  de  moyens  dans  les  deux 
progressions,  les  termes  inlrodaits  dans  la  progression  par  difference 
sont  les  logarithmes  (73)  des  termes  correspondants  de  la  progression 
par  quotient. 

Ö4.  Reciproque.  Nous  venons  de  voir  qu'un  Systeme  de  lo- 
garithmes, tcl  que  nous  l'avons  defini  (7o),  peut  toujours  r6- 
sulter  de  la  consideralion  de  deux  progressions  convenablement 
choisies,  et  rontre  ainsi  dans  les  syslemcs  considi'M't's  en  arith- 
ineliquc.  On  peut  faire  voir  aussi  que  le  Systeme  de  logarithmes, 
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defini  par  deux  progressions  quelconques,  satisfait  toujours  ä  la 
definüion  donnee  (75). 

Soit,  en  efTet,  le  Systeme  döfini  par  les.deux  progressions : 

j    1,  (/,   q\....    q'*,.... 
I   0,  8,   2S, ?lS,.... 

PoSOnS  9"  =  ^,      720  =y, 

Y  etant  le  logarithme  de  ß ;  on  lire  de  la  seconde  de  ces  6qua- 
tions  : 

«  =  ?; 


et,  en  remettant  cette  valeur  dans  la  premiere, 

q^'=  ß,     ou    (r/j  =ß 

Y  est  donc  l'exposant  de  la  puissanee,  ä  laquelle  11  faiit  elever  la 

base  fixe  qo,  pour  reproduire  le  nombre  ß;  y  est  donc  le  loga- 
rithme de  ß  pris,  d'apres  notre  nouvelle  döfinition,  dans  le 

Systeme  dont  la  base  est  qa. 

§  V.  Des  divers  systemesde  logarithmes. 

83.    COMMENT   ON   PASSE  d'UN  SYSTEME   A   UN  AUTRE.    Le  nOin- 

bre  a,  dont  les  puissances  servent  ä  former  tous  les  nombres, 
se  nomme  la  base  du  Systeme  de  logarithmes  que  Ton  consldere. 
Si  Ton  change  de  base,  tous  les  logarithmes  changcnl;  mals  il 
est  facile  de  voir  qu'ils  conservent  des  valeurs  proporlionnelks,  et 
se  muUiplient  tous  par  un  meme  facteur,  que  Von  nomine  module 
du  nouveau  Systeme  par  rapport  au  premicr. 

Soienl  a  et  a'  deux  bases  quelconques,  x  et  x'  les  logarithmes 
d'un  meme  nombre  b  dans  les  deux  systemes,  de  sorte  quo  l'on 
ait : 


[1] 

a'=b, 

[2] 

a'''  =  b. 

Alg.  SP.  B. 
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Prenons  les  logarilhmes  des  deux  membres  de  In  premiere 
äquation,  dans  le  systfeme  dont  la  base  esl  a' ;  nous  aurons  : 

[3]  Xl^'ü  --  la'b, 

le  signe  la.  d^signant  le  logarilhme  d'iin  iiombre  dans  le 
Systeme  dont  la  base  est  a  .  Or,  si  on  se  rappelle  que  x  est  le  lo- 
garilhme de  b  dans  le  Systeme  dont  la  base  est  a,  l'equation  [3] 
prouve  que  les  deux  logarilhmes  du  nombre  b,  dans  les  sys- 
t6mes  dont  les  bases  sont  a'  et  a,  ont  pour  rapport  le  nombre 
constant  /„.a. 

On  aurait  pu,  6galement,  prendre  les  logarilhmes  des  deux 
membres  de  l'equation  [2],  en  operant  celte  fois  dans  le  Systeme 
dont  la  base  est  a;  on  aurait  eu  alors  : 

Donc  le  rapport  des  deux  logarithmes  du  nombre  b,  pris,  res- 
pectivement,  dans  les  systemes  dont  les  bases  sont  a'  et  a,  est 

-j—,.  Nous  avions  trouvc,  plus  haut,  que  ce  meme  rapport  est 

la-a.  Pour  que  ces  deux  r6suUats  coincident,  il  faul  quel'on  alt 

Or,  celte  6galit6  est  Evidente;  sil'on  pose,  en  effet : 
La'  =  y, 

laa  =  z, 
on  a,  par  d^finition,  a^  =  a', 

Remettant,  dansla  seconde  equation,  la  valeur  de  a'  fournie  par 
la  premiere,  il  vient  : 

{avy  -:  a»'  =  a. 

Donc  on  doit  avoir  :  y^=  1. 

86,  Logarithmes  nöperiens.  Les  logarithmes  ont  et6  döcou- 
Verls,  au  commcncement  du  dix-sepüeme  si<^cle,  par  J  Neper, 
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baron  ^cossais.  La  base  de  son  Systeme  est  le  nombre  incom- 
mensurable  e,  que  nous  avons  d6fini  (27).  Ges  logarithmes  se 
nomnient  logarithmes  neperiens,  et  on  les  d6signe  par  la  lettre  L. 
Callet  les  a  inscrits,  dans  ses  tables,  sous  Ic  nom  de  logarithmes 
hyperboliques.  Ge  sont  eux  qui  se  presentent  le  plus  naturelle- 
ment  dans  l'aiialyse  mathematique. 
Gonsiderous  les  deux  progressions  : 


Hl :  i  +  a:(i  +  a)2:  (i+a)»: :(i+a)" 

-f  0  .      ß     .    2ß         .      3  ß     Wß 


a  et  ß  etant  excessivement  pelits,  afin  que  les  termes  croissent 
tres-leritement,  et  que  l'on  puisse  regarder  tous  les  nombres 
comme  faisant  partie  de  la  progression  par  quotient.  On  peut 
d6flnir  le  Systeme  de  logarithmes,  en  donnant  la  limite  vers  la- 

quelle  tend  le  rapport  -,  quand  a  et  ß  tendent  simultan^ment 

vers  zero.  Neper  supposa  cette  limite  egale  h  I.  Dans  cette  hypo- 
th^se,  les  deux  progressions  sont : 

TT  1  :  (i+a)  :(i+a)2:  (i  +  a)': :(i-|-a)"': 

tO.        a         ,        2a.     3a  Wla      

Si  la  base  est  (1  -|-  a)"",  son  logarilhme  wa  est  egal  ä  l'unitö, 

1  /IX"* 

par  suile  a  ==  — ,  et  la  base  devient  ( 1  -| — )   . Siatend versz6ro, 

'  m  \       mj 

m  croit  sans  limite,  et  l'expression  ii-\ — \   converge(53)  vers 

le  nombre  e,  base  du  Systeme  n6p6rien. 

ö7.  Logarithmes  vuLGAiREs.  Les  logarithmes  neperiensne  se' 
prßtent  pas  commodöment  aux  calculs  numcriques,  parce  que  la 
base  est  incommcnsurable.  Aussi,  quelques  annees  apres  lapu- 
blication  de  N6per,  on  cönstruisit  une  nouvelle  table  de  loga- 
rithmes, dils  logarilhmes  vulgaires,  dont  la  base  est  10.  Ge  sont 
CCS  logarithmes,  dont  nous  avons,  dans  la  premiere  partie, 
explique  les  usages  et  developp6  les  applicalions.  On  les  d^* 
signe  par  le  signe.%. 


68  LIVIIE   I. 

Si  Ton  appelle  x  ety  les  logarithmes  d'un  meme  nombre  daiis! 
le  Systeme  n^perien  et  dans  le  Systeme  vulgaire,  on  a : 

6"=  10''; 

d'oü,  prenant  les  logarithmes  dans  le  premier  Systeme,  on  tire 

1 


x= 


«L.IO,     ou     y=z——x. 
'^  '  ^      LlO 


Ainsi,  four  obtenir  les  logarithmes  des  nomhres  dans  le  Systeme 
vulgaire,  on  midtiplie  les  logarithmes  neperiens  des  mem.es  nomhres 
par  l'inverse  du  logarithme  neperien  de  la  nouvelle  base.  G'est  ce 

facteurp— ,  que  Ton  nomme  sp^cialement  m,oduledii  Systeme 

vulgaire.  En  le  d^signant  par  la  lettre  M,  on  a  : 

y  ~M  X. 

Si  l'on  avnit  pris  les  logarithmes  des  deux  nomhres  dans  le 
Systeme  vulgaire,  on  eüt  eu  : 

«lüg  e  =  y. 

Donc  M  =  log.e. 

88.  Logarithmes  n^gatifs.  Lorsque,  dans  l'^quation    . 

a^  =  b, 

le  nomhre  b  est  moindre  que  l'nnite,  a  ^!ant  plus  grand  que  1, 
son  logarithme  x  est  nögatif :  car  on  a  vu  (7o),  que  c'est  en  l'ai- 
'sant  Yarier  o;  de  0  ä  —  oo  ,  que  l'on  fait  prendre  ä  a'^les  valeurs 
comprises  entre  0  et  1.  Ainsi  :  les  nomhres  moindres  que  l'unite 
ont  des  logarithmes  negalifs.  Ces  logarilhmcs  jouissent  de  toutes 
les  propriel^s  demontrees  plus  haut' (76,  etc.);  car  on  n'a  fait 
jusqu'ici  aucune  liypolliese  sur  le  signe  des  nomhres  considcres. 
On  remarquera  seulemenl  que  les  logaritlmies  nögatiCs  ne  sont 
pas  diiectement  Iburnis  par  les  tahles.  Mais  leur  determination 
n'offrira  pas  pour  cela  plus  de  dilücultes.  Supposons,  en  effet. 
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jque  le  nombre  b,  plus  petit  que  l'unilö,  soit  clonn6  sous  forme 

H  711/ 

d'une  fraclion  —  ,on  aura  : 

'  111  ' 

]o<^  —  —  lo'^:  m — !og  71  —  —  (log 71  — log m); 

iet,  par  öuile,  le  logarilhme  ne^atif  s'obtiendra  par  une  soustrac- 
tion. 

Mais  les  logaiithnif.s  negatifs  ne  sont  d'aucun  usage;  et  il  est 
facile,  lorsque  Ton  en  rencontre,  C,c  les  preparer,  de  nianiere 
que  k'ur  caracterisliquc  seule  soit  negative.  On  a,  en  effet,  par 
exemple  : 

—  3,4582764  =  k~  3,4582764  —  4  =  4,5417236  ; 

c'est-ä-dire  que  Von  augmente  d'une  unite  la  caracteristique,  onla 
prend  avec  le  signe  — ,  et  Von  remplace  la  parlie  decimale  par  son 
complemen:  (T,4ll). 


VI.  Resolution  des  equalious  exponentielles, 

89.  Definition.  Oa  Si\)\)e\\e  equaUon  cxponenticlle  une  equatlon 
de  la  forme 

dans  laquelle  a  et  t  sont  deux  nombres  positifs  donnes.  Resou- 
dre  requalion,  c'est  trouver  la  valeur  de  x,  pour  laquelle  eile  est 
satisfaite. 

90,  Resolution  de  l'equation  a''=  b.  Pour  trouver  cette  va- 
leur de  X,  il  suffit  de  prendre  les  logarithmes  des  deux  membres 
(de  requalion.  On  aura  ainsi : 

a;  log  a  =  log  ö, 

lo-  b 

et,  par  suife,  x--=\ . 

'  •  loga 

La  base  du  systöme,  dans  lequel  les  logarithmes  sont  calcules, 
est  arbilrairc.  Gela  u'a,  d'ail!eurs,aucuiio  induence  sur  le  rosul- 
lat :  car  on  a  vu  (8^),  qu'en  passant  d'un  Systeme  ä  un  aulre, 
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on  doit  multiplier  tous  les  logarithmes  par  un  meme  nombre; 

lo'^  b 
et,  par  suite,  le  rapport  .-^  n'est  pas  chang6. 

91.  Resolution  de  l'equation  a'''' =  c.  On  peut  r^soudre,  par 
les  mßmes  proc6d6s,  requation  fl**  =  c,  dans  laqiieüe  a,  b,  c, 
sont  des  nombres  positifs  donn^s.  Gar,  en  prenant  les  logarith- 
mes des  deux  membres,  on  a  : 

b"  =  -. . 

loga 

Pour  qne  la  Solution  existe,  11  faut  que  log  a  et  log  c  soient  de 
memo  signe  :  on  peut  alors  les  supposer  positifs;  et  prenant, 
une  seconde  fois,  les  logarithmes,  on  a  : 

lo^loq-r  —  I(>j?  loga 
loi;  b 


§  VII   Remarques  sur  les  queslions  d'interet. 

92.  Nous  avons  expos6  completement,  dans  la  premiere  par- 
tie,  les  applications  de  la  Ih^orie  des  logarithmes  aux  questions 
d'int6retscompos6s.  Nous  n'y  reviendrons  pas  ici;  et  nous  nous 
bornerons  ä  la  remarque  suivante. 

On  a  d6montr6,  qu'unesonime  A,  placee  ä  interets  composes, 
devient,  apres  n  annees, 

A(l-}-r)". 

Les  Conventions,  faites  sur  les  exposants  n6gatifs  et  fraction- 

naires,  permettent,  maintenant,  de  gen6raliser  cette  formule. 

P 
Si  n  est  fractionnaire  et  repr^sente  par  -,  supposons  que  l  on 

elende  le  prinripe  des  interets  composes  aux  fraclions  d'annee;  et 

nommoiu  x,  vc  quo  rapporte  I  franc,  pendant  -  d'annee. 

1  franc  rapportant  x  apres  -  d'ann6e,  devient,  au  bout  de  ce 

temps,  {\-{-  x)\  et  une  somme  quelconque,  placke  pendant  le 
mßmetemps,  se  mullipliera  par  (1  +a;).  Si  donc  on  place  1  franc 
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pendant  -  d'ann^e,  c'est-ä-dire  pendant  unc  annee  entiere,  il 

sc  mullipliera  gfois  par(l  -\-x)  ou  par  (1  +a;)';et,  commed'ail- 
IcLirs  il  doit  devenir  1  -f  r,  on  a  : 

d'oü  l'oii  deduit :  I  -j-a;  — (1  + '')''• 

Et  il  evA  evident  que  1  fianc,  plac(^  pendant  -  annee,  se  miil- 

p 
tipliera  par  {\-\-xy,  c'csl-ä-dire  par  (1  -f  r)«,  et  que,  parsuite, 
une  somme  quelconque  A  deviendra 

A(l+r)'; 

ce  qui  est  conforme  au  resultat  6nonc6. 

2»  Si  n  est  negatif,  nous  envisagerons  la  question  de  la  ma- 
niere  suivante  : 

Une  somme  vaut  aujourd'hui  A;  eile  est  placee  depuis  im  temps 
iiuUlzrmine  :  comhien  valait-elle,  il  y  a  n  annees? 

Si  Ton  designe  par  X  la  valeur  inconnue,  cette  somme,  pla- 
cke pendant  n  annees,  est  devenue  A;  par  suite,  d'apr^s  ce  qui 
pr^cede  : 

A  =  X(l+r)", 

d'oü  l'on  döduit  :  X  =  A  (1  +r)-''; 

ce  qui  est  encore  conforme  ä  la  formule  donn^e  plus  haut. 


RfiSUMfi. 

G6.  Des  exposants  incommensurables.  —  67,  G8,  69,  70.  Lemmes  sur  les 
puissances  commensurables.  —  Definition  rigoureuse  de  o*,  quand 
X  est  incommensurable.  —  72.  La  fonction  a*  eslcontinue.  —  7o.Lors- 
que  X  varie  de  —  oo  ä  -f-oo  ,  o  et;int  positif,  a'=  prend  toutes  les  valeurs 
positives,-  et  ne  prend  chacune  qu'une  seule  fois.  —  74,  7o.  Nouvelle 
definilion  des  logariilimes.  —  76.  Logarilhme  d'un  produit.  —  77.  Lo- 
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garithme  d'un  quolient.  —  78.  Logarithme  d'une  puissance,  — 
79.  Logarithme  de  1,  et  logarilhme  de  la  base.  —  80.  Nombres  qui  ont 
des  logarilhmes  posilifs,  et  nombres  qui  ont  des  logarilhmes  negatifs. 
—  81.  Les  nombres  negatifs  n'ont  pas  de  logarilhmes.  —  82.  lle- 
marque.  —  83.  Si  des  nombres  sont  en  progression  par  quolient ,  leurs 
logarilhmes  sont  en  progression  par  difference.  Gas  oü  Ton  insere.de 
nouveaux  termes  dans  les  progressions.  —  84.  Les  logarilhmes,  definis 
dans  la  premiere  partie,  sunt  les  memes  que  ceux  qui  resullenl  de  la 
definilion  nouvelle.  —  8o.  Comment  on  peut  passer  d'un  Systeme  ä  un 
autre, —  86.  Logarilhmes  neperiens  ;  leur  base.  —  87.  Logarilhmes 
vulgaires;  leur  module.  —  88.  Logarilhmes  negatifs.  —  89.  Definition 
del'equalion  exponenlielle.  —  90.  Resolution  delequalion  a*=6. — 

91. Resolution  de  l'equalion  a'^'^^c.  — 92.  Generalisation  des  formules 
relatives  aus  questions  d'inleret. 

EXERCICES. 

I.  Resoudre  les  6quations  : 

On  irouve :  x—  \LJ      ,       y=  (^'- j 

IL  Resoudre  les  6quations  : 

oc'J=.y',        y^qy. 

log  V  lo?  p 


ün  trouve  :        x=[-. — ^j  ,       y=   , — -\ 

II.  Resoudre  requation  : 

4log5  +  2logll— log7 


On  trouve 


21og3  +  31og5  — log7+logir 
JV.  R6soudre  l'equation  : 


On  trouve  : 

Sia>b,  x  =  T^ — 1-7:7; 

log(a  +  ö)' 
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\og(h — a)  • 
log(6  +  a) 

V.  Resoudre  l'^quation  : 

r,    ,  ,    ,  log4739  — log3146 

On  trouve  :  a;=4H — -, . 

log  5 

VI.  Resoudre  requatioii  : 

3^.2-4:r+5_1200. 

n     .  o_L-l  /  log  400 

On  trouve  :  a;=2±\/  -H . 

V     log  3 

VII.  Resoudre  l'equation  : 

7^'  — 6.7^+o=:0. 
On  ramüne  la  resolution  ä  celle  des  equations  ; 

7^=1,       7^=5. 

VIII.  Resoudre  i'equalion  : 

/log  n 


On  irouve 


/logn. 
Vlogo 


GIIAPITRE  IV. 

VERinCATTON  DES  FORBIULES  D'ALGERRE. 

g  I.  Conditions  d'idenlitede  deux  polynomes, 

95.  Lemme.  Lorsquun  polynome  est  ordonne  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  d'une  variable  x,  on  pevt  donner  ä  cette  va- 
riable unc  valevr,  positive  ou  negative,  assez  peiite  numeriqitement, 
pour  que,  povr  cette  valeur  et  pour  toutes  les  valevrs  infcrieures.le 
polynome  premie  et  conserve  le  signe  de  son  premier  terme. 

Soit,  eneffef,  le  polynome: 

Ax""  +  B 7 "  -f  Ca''  +  .. ..  +  IIa;', 

dans  lequel  les  exposanls  m,  n,  p,  ....  t,  voiit  en  aug-mentant. 
On  peut  recrire  sous  la  forme  : 

/      p  r  TT      ' 

hx"'  ( 1  4-  T  a;"-'"  -j-  -  a"-"*  -|-  . . . .  -j-  -  a;^"" 

Or,  si  Ton  donne  ä  x  unc  vakur  tr^s -peiite,  chacun  des  termes, 
qui  suivcnt  I'unitö  dan?  la  parenthese,  prend  une  valeur  tres- 
pelile,  pnisque  les  exposants  sont  posilifs;  et,  comme  leur 
nombre  est  fini,  la  quantite,  renfermc^e  enlre  parenlhcses,  dif- 
fere  tres-peu  de  l'unite.  Le  polynome  prend  donc  une  valeur  de 
meme  signe  que  Aa;'" ;  et  il  conserve  ce  signe  pour  toutes  les 
valeurs  införieures  de  a;. 

94.  Theoreme  I.  Dcvx  polynomes,  rationnels  et  enliers  en  x,  ne 
peuvent  Hrc  egaux,  quelle  que  soit  la  valeur  atlribuee  ä  x,  que  s'ih 
sont  composes  identiquement  des  memes  termes. 

Soient,  en  efl'et,  les  dcux  polynomes,  ordonnäs  par  rapport 
ä  X. 

[1]         Pa;'^+  Pi.r'"-'  +  1\.T'"-^  + .  . .  +  \\n  xx  +  P„, 
Si  les  deux  polynomes  [1]  et  [2]  doivent  etrc  6gaux,  quel  que 
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soit  37,  ils  le  seront,  en  particulier,  par  ic=  0;  et  par  cons6- 
qucnt,  on  doit  avoir  P^r^Qn-  En  supprimant  ces  deiix  termes 
communs,  les  deux  resles  seront  cncore  6gaux;  et  Icur  diffe- 
rence  devra  etre  nulle,  quel  que  soit  x.  Or  cette  difl'erence,  or- 
donnöe  par  rapport  aux  puissances  croissontes  de  a;,  a  pour 
premier  terme  (Pm~^  — Qn-i)^-  Si  ce  tcrme  n'etait  pas  nul,  on 
pourrait,  d'apres  le  lemnie,  prendre  x  assez  petit,  pour  qu'il 
donnat  son  signe  ä  ia  diffcrence;  celle-ci  ne  scrait  donc  pas 
nulle  pour  cette  valeur  de  a;.  Donc  Pm_i=Q„_i.  En  supprimant 
les  deux  termes  6gaux  du  premier  degre,  on  verra  de  meme, 
que  la  difference  commencera  par  un  tcrme  du  second  degre 
{lV-2 — Qn-i)x^,  qwi  devra  etre  nul  ä  son  tour.  Et,  en  conti- 
nuant,  on  concluera  que  les  termes  doivent  etre,  dans  les  deux 
polynomes,  les  memes  et  en  mßme  nombre. 

93.  Theoreme  II.' Deux  polynomes  eniiers  et  rationnels,  quiren- 
ferment  un  nombre  quelconque  de  lettres  arbitraires ,  et  indepen- 
dantes  les  vnes  des  autres ,  ne  peuvcnt  elre  egaux ,  que  s'ils  sont 
composes  idenliquement  des  memes  termes. 

Pour  etablir  ce  theort^me,  il  suffil  de  montrer  que,  si  la  pro- 
position  est  vraie  pour  deux  polynomes  renfermant  n  lettres 
arbitraires,  eile  le  sera  aussi  pour  deux  polynomes  qui  en  con- 
tiendraient  (n-|- !)•  Gonsiderons ,  pour  cela,  deux  polynomes 
renfermant  (n-j-0  ledres,  o;,  y,  z,  u,  v,....p',  ordonnons-Ies 
l'un  etl'autre,  par  rapport  ä  l'une  de  ces  lettres,  x  par  exemple; 
ils  prendront  la  forme  : 

[1]  Ao.7;'"  4-  Aio;"'-»  -f  A,a:«'-*4- ....  +A,„ 

[2]  Boa;"  +  Bia;"-'  +ß2.7;'-^ +....  + B„; 

Ao,  Ai,  A2,....Am,  ßo,  ßi,  B2.....B„,  contcnant  les  n  variables, 
y,  z,  u,  v,....p.  Les  polynomes  [1]  et  [2]  6tant  ^gaux,  quel  que- 
soito;,  on  doit  avoir  (94)  :  I 

[3]        m  =  n,  Ao  =  Bu,  Ai  =  B,,  Aj— B2,....A„=B„. 

Or  le  tlieoremc  est  admis  pour  le  cas  de  n  variables;  donc  les 
6galites  [4]  exigent  que  les  polynomes  Ao  et  B,,  Ai  et  Bi,.... 
Am  et  B„  soient  respectivement  compos6s  des  mömes  termes ;  et 
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que,  par  cons^quent,  les  polynomes  [1]  et  [2]  soient  identique- 
ineiit  les  memes. 


g  II.  Verißcation  de  l'egalitö  de  deux  expressions  algebriques. 

96.  Gas  od  toutes  les  quantites  arbitraires  sont  indepek- 
DANTES  LES  UNEs  DES  AUTRES.  D'aprcs  lo  llieoreiiie  prec(^derit, 
pour  veriüer  une  equatiori  enlre  quanliles  arbitraires,  il  suffit 
den  faire  disparaitre  les  radicaux  et  les  denomiiialeurs,  et  de 
constaterque  les  deux  membres  sont  composes  idenliquement 
des  meines  tennes. 

Si  cela  n'a  pas  lieu,  on  peut  affirmer  que  l'^galite  proposee 
n'est  pas  exacte  pour  toutes  les  valeurs  des  letlres  qu'elle  ren- 
feime. 

97.  Gas  ot  les  quantites  arbitraires  ne  sont  pas  toutes 
INDEPENDANTES.  Lorsque  l'cgalite  n'a  lieu  qu'.en  veilu  de  cer- 
taines  relations  entre  les  lettres  qui  y  sont  contenuos ,  il  taut, 
pour  la  verilier,  exprimer,  au  moyen  de  ces  relations,  un  cerlain 
nombre  de  lettres  en  fonctionde  ceilesqueFon  peut  considerer 
comme  arbitraires,  et  substituer  ces  valeurs  daiis  l'equation 
propos6e.  Apres  la  Substitution,  l'equation  rentrera  dans  Ic  cas 
precedent. 

§  III.  Applicalion  ä  quelques  problemes. 

98.  Probleme  I.  Examiner  si  les  equalions 

entrainent  la  suivante  : 

[3]  cCiC2-|-YYiY2  =  0. 

On  a  ici  deux  relations  [1]  et  [2]  entre  les  six  quanlitös  c,  Ci,  d, 
Y>  yij  fi'i  on  döit  donc  en  tirer  les  valeurs  de  deux  de  ces  six 
quantites  en  fonction  des  quatre  autres.  On  cn  tire  de  l'equa- 
tion [1] : 
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Oll  tire  de  [2]  •.  .  . 

Ti  =  ^2 » 

ou,  eil  reniplagant  f  par  la  valeur'  [4]  : 

Yi  —^2 "  > 

Y2 — c 

ou  : 

"■2  ^ 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'^galitö  ä  verifier  [3]_,  on  a; 

cc,c^ ^-i- -^  =  0  ; 

Y21.T2— t'j 

ce  qiii  devlent  une  idenüte,  quand  on  siipprime  le  facteur 
(Y2  — c)Y2  commun  au  numerateur  et  au  d^nominalcur  du  se- 
cond  lerme. 

99.  Probleme  II.  Examiner  si  Vegalite 

ad  —  lic  ac  —  hd 


[1] 


a  — b-c-l-d      a  — Jj  +  c  — d' 


entrainc  Vegalite 

nc  —  hd       _  a-j-b-{-c  +  d 
'-  ^  a-  b  +  c  — cl~  k  ' 

II  faut,  conform^meiit  ä  la  methode  indiquce,  deduire  de  l'ö- 
galit6  [l]  la  valeur  de  l'une  des  quatre  leUros  qu'elle  renferine, 
et  substiluer  celte  valeur  dans  l'equation  [2],  qui  doit  alors  de- 
venir  Identique. 

SI  Ton  chasse  les  denominateurs  de  l'equation  [1],  il  vient  : 

a\l  —  ad  {b  -\-d  —  c)  —  abc  '^bc{b4-d  —  c) 
=  a~c  —  ac  {b  -f-  c  — dj  — o/xZ-f  bd{b-\-i'  —  d), 

ou,  en  reunissant  les  termes  en  a,  et  rcduisant  : 

[3]    a' (d  —  c)  -  a  (ti-  ~  C-)  —  6-  (r/  —  c)  -f  ^  (t/-  —  c-)  =0. 


78  LIVRE   I. 

Si  Ton  divise  toiis  les  termes  par  {d  -   c),  il  vlent : 
a^  —  a  {d  -\-  c)--b^-\-b{d-^c)  =  0, 
CG  qui  peut  s'ecrire  : 

[4]  a^.  —  b^  —  {a  —  b){c-\-  d)  =  u, 

OLi,  en  divisant  par  {a  —  b): 

a-\-b  —  c  —  (i  =  0, 
c\sl-ä-dire:  a=^c-\-d  —  b. 

Si  l'on  remet  celte  valeur  dans  l'^qualion  [2],  eile  devient : 

c^  4"  cd  —  cb  —  od 2c  +  id 

tc  —  2ö  ~        4~~' 

(c  —  b)  [c  -\-  d)  __  c  -}-  rf 
^"'  2(c-ö)       ~  ~2~' 

ce  qui  a  lieu  identiquement. 

Remarque.  Nous  avons  supprimö,  dans  les  ^quaiions  [3]  et 
[4],  les  facteurs  {d — c)  et  {a  —  b).  Le  resiiltat  n'est  donc  appli- 
cable que  dans  le  cas  oü  ces  deux  ditTerences  ne  sont  pas  nuUes. 
On  peut  verifier,  en  effet,  que  pour  a  =  b  conime  pour  c-=d, 
requation  [I]  devieat  identique,  et  ne  peut,  par  suile,  enlraluer 
aucune  consequence. 

RESUMfi. 

03.  Lemme  sur  la  valeur  etle  signe  d'un  polynome,  lorsqu'on  donneä  la 
variable  une  valeur  Ires-petite.  —  94.  Theoreme  sur  les  conditions 
d'e^alile  de  deux  polynomes  contenant  une  lettre  arbilraire.  —  Ek- 
lension  de  ce  Iheureme  au  oas  oü  les  deux  polynomes  renfermenl  un 
r.ombre  quelconque  de  leltres  artilraires.  —  9G.  Moyen  de  verifier  une 
cquaiion  entre  diverses  quanliles  arbilraires.  —  97.  Cas  oü  ces  quan- 
liles  arbilraires  sont  liees  par  cerLaines  relalions.  —  98,  99.  Applica- 
tion ä  quelques  problemes. 
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EXERCICES. 

I.  V6rifier  que  les  deux  equations  : 

x  +  y  +  u+vz.2, 

ocy  —  uv  =  2—  2  («  + v), 
eiitrainent  la  suivante  : 

x^  +  y'  :=  it^  +  ^^» 


II.  Verifier  que  les  deux  equations  : 

b  '  d     c 


o7  1,12 


d      c 
entralnent  la  proportion  :  7  ^^  7* 

III.  Vörifier  que  le  voIume  d'un  segment  sph^rique  ä  deux  bases. 

lT:H3  +  l7tH(R2  +  r2), 
0  '2 

est  la  clilTörence  de  deux  segments  spheriques  ä  une  base,  ayaut  R  el  r  pour 
layons  de  bases,  c'est-ä-dire ,  qu'il  est  6gal  ä 

0  i  b  2 

U'  et  h'  satisfaisant  aux  conditions  que  la  g^omötrie  indiqua  facilement : 

H'-/i'=H,       p^==U2^.(p_H')S       p2=r2  +  (p-/i')^, 
p  etant  le  rayoa  de  la  sphfere. 
Oq  applique,  pour  ces  trois  exwcices,  la  mötbode  g6u6rale  (97). 

IV.  Verifier,  qUe,  si  l'on  a  : 

A_B_G_p 
o      h~  c     d* 

on  a  aussi  : 

V.  Si  l'on  dSsigne  par  S«,  la  somme  des  m  premiers  termes  d'une  progression 
par  quötient,  dont  q  est  la  raison,  verifier  que  la  somme  des  produits,  deux  ä 

deux,  de  ces  m  premiers  termes  est  — —  S„S„_|. 

On  s'appuie  sur  cette  proposition,  que  la  somme  des  produits  deux  ä  deux  est 
la  moitie  de  la  differince  entre  le  carre  de  la  summe  et  la  somme  des  carr^s. 
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VI.  Si  l'on  considere  la  suite  des  nombres 

1,  2,  3,  5,  8,   13,  21,  43...., 

dans  laquelle  chaque  terrae  est  la  somme  des  deux  pröc^dents  :  prouver  que  la 
diff^rence  entre  le  carre  d'un  terme  et  le  produit  de  ceui  qui  le  comprernent, 
est,  en  valeur  absolue,  6gale  äl'unite, 

On  prouve  que  cette  difference  a  une  valeur  absolue  constante. 

VII.  V^rifier  que  l'^quation 


V(y-ßj'+(«-«)'+V!y-p')^+(.r-(xr=v/(ß-ß')'+(a-a')' 

.     ,      •     .  V— ß    y— ß' 

entraine  la  suivante  :  ' -=i- '-. 

X  —  a      X  —  a 

On  chercbe  ä,  rendre  rationnelle  l'equation  donnee,  et  ädecomposgr  sesdeux 
membrps  en  facteurs. 

VIII.  DemoRtrer  que  les  six  öquations 

a-  +  ß'  +  t'  =  1 ,  a'a"  +  [i'ß"  +  t't'-O, 
a'2  ^  ß'2  -V  y'2  =z=  1,  aa'  +  ßß'  +  yy'  =0, 
a"=  +  ß"2  +  y"==  1 ,  aa"  +  ßß"  +  yy"  z=  0, 

enlratnent  Ics  7  equations  suivantes  : 

o?  +  a'2  +  a"2=  1 ,  aß  +  a'ß'  +  a"ß"=0, 

ß2  +  ß'2  +  ß"2=  1  ^  oty  +  a'y'  +  a"y" =0, 

^  =  +t'=  +  t"'=1,  ßY+ßY+ß"Y"  =  0, 

aW'-^  +  ß=ß'2ß"2  +  y  Y^y"-=  a^ß  Y  +  «'-'ß'V=  +  a"=[i"2. 

On  r^sout  ^galement  ces  exercices/  en  posant : 

a.r' +  a'y' +«";;'=  .T, 

ßu^'+ß'jy'+ß".-'=y, 

y.r  +y'y'  +  yV  =  ^, 

et  en  cherchant  ä  obtenir,  de  deux  manieres,  en  vertu  des  relations  donnees 
la  somme  x'^  +  y'^  +  z'^,  en  a;,  y,  z.  Pour  la  derniere  verification,  on  cherclio 
ä  deduire  des  relations  dpnuecs  une  valeur  de  a-a'-'a"^  +  ^^^''^^"^-\-Yy"^->("^ ^  qui  ne 
change  pas,  quand  on  y  change  a'  en  ß,  a"  en  y  et  ß"  en  y'. 
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IX.  L'^quation  — ^ f.  _JL  ==  _J-L  _l  _J_ 

^  a+x^b  +  x     a'  +  x^h'  +  x 

ne  peut  avoir  lieu,  quel  que  soit  x,  que  si  a  et  b  sont  respectivement  egaux  ä 
a'  et  b'. 

X.  Demontrer  que  I'equation 

o  a' 


[b+xy  +  a^      {b'-ixy  +  a'^ 
ue  peut  avoir  lieu,  quel  que  soit  x,  que  si  Ton  a  :  a  =  a',  b^=b', 
On  applique,  pour  ces  deux  exercices,  le  theor^me  (94). 
XI.  Verifier  que  les  quatre  öquations 

o'ai  +  f)'c'=ßY,  yY  +  cc'=aibi, 

entrainent  la  suivarite  : 

ai&iCi=aa'ai  +  bb'  &i  +  cc'ci  +  abc  4  a'b'c'. 

On  obtient  ce  resultat,  an  eliminant  ß,  ß',  y,   y'  entre  les  ^quations  propo« 
s6es. 


Alg.  SP.  D. 


GHAPITRE  V. 

METHODE  DES  COEFFICIENTS  INDETERMINES. 

100.  DEFINITION.  Lorsqu'on  cherche  ä  determiner,  d'apres 
certaines  conditions,  iin  polyiiome  ordonne  par  rapport  ä  une 
lettre  donnee,  la  m^thode  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle 
consiste  ci  6crire  ce  polynomc,  en  laissant  indetermines  ses  coeffi- 
cients  et  quelquefois  son  degre.  On  exprimc  ensuite  qu'il  satis- 
falt  aux  conditions  proposees;  et  l'on  oblient  ainsi  des  6qua- 
tions,  dans  lesquelles  ces  coefficients  et  ce  degre  entrent  comrne 
autant  d'inconnues,  dont  elles  fönt  connaitre  )a  valeur. 

Nous  allons  appliquer  cette  melhode  ä  la  division  des  poly- 
nomes  et  ä  l'extraction  de  leurs  racines. 

§  I.  Division  des  polynomes. 

101.  Gas  oü  la  division  doit  se  faire  exactement.  Soit  ä 
diviser  un  polynome,  de  degre  w, 

A,x"'  +  Äia;'»-^  +  A^a;'"-^  -|-. . . .  .f  a„, 

par  un  polynome,  de  degr6  n, 

Boa?"  +  Bia;"-'  +  B^a;"-''  + +  B„ . 

II  faut  que  le  quolient,  multiplie  par  le  diviseur,  reproduise 
identiquement  le  dividende.  Or,  si  l'on  d6signe  par  a  le  degr6 
duquotient,  celui  du  produit  sera  (n  +  a)  :  on  devra,  par  con- 
sequent,  avoir  : 

m:=  n-\-'x,     ou     (x=m  —  n. 

Connaissant  ainsi  le  degre  du  quotient,  et,  par  suite,  le  nombre 
de  ses  coefücients  egal  ä  (a-f-1),  on  pourra,  en  d^signant 
cliacun  d'eux  par  une  lettre  particuliere,  effecluer  le  produit  du 
quolient  par  le  diviseur.  Ce  produit,  etant  du  degr6  m,  sera 
compose  de  (m-j-1)  termes  :  en  les  ^galant  aux  termes  corres- 
|)ondants  du  dividende,  on  obtiendra  (m-f-1)  öqualions  du  pre- 
niicr  degr6  entre  les  (m  — n-fl)  coefficients  inconnus.  II  suf- 
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lira,  poiir  Ics  d6terminer,  de  rcsoudre  (m  —  n-\-\)  ^quations  ; 
les  11  autres  devront  etre  satisfaites  d'elles-memes,  et  seront  des 
6quations  de  condition. 

102.  Gas  ot  la  division  laisse  un  reste.  Si  l'on  veut  appii- 
quer  la  methode  des  coefficients  ind6termiiies  ä  la  rechcrche  du 
quotienl  et  du  reste,  dans  le  cas  oü  la  division  n'est  pas  pos- 
sible,  la  queslion  doit  ßlre  posee  de  la  maniere  suivante  : 

Trouver  un  polynome,  qui,  multiplie  par  le  diviseur,  donne  un 
produit,  dont  la  difjercnce  avec  le  dlvidende  soit  de  degre  moindre 
que  le  diviseur. 

On  devra,  dans  ce  cas,  Egaler  seulement,  aux  termes  corres- 
pondants  du  dividende,  les  termes  de  ce  produit  dont  le  degre 
n'est  pas  Interieur  au  degre  n  du  diviseur  :  on  obliendra  ainsi 
{m  —  n-\-l)  6quations  (les  memes  que  si  l'on  chcrchait  un 
quoticnt  exact),  qui  permettront  de  dt^lerininer  tous  les  coeffi- 
cienls  du  quotient.  La  difference,  entre  le  dividende  et  le  produit 
du  diviseur  par  le  quotient ,  sera  le  reste. 

105.  Galcul  des  coefficients  du  QUOTIENT.  Lss  (m — n-j-  1) 
equations,  qui  d^terminent  le  quotient,  offrent  une  forme  re- 
marquable,  qui  reiid  leur  resolution  tres-iacile.  Soit,  en  effet. 

Co.x'"-"  +  Cia;'"-"-»  +  02x'"-"-^+ . . . .  +  C,a;'"-"-"+ . . . .  +  G„._„ , 

le  quotient  inconnu.  En  multipliant  ce  quotient  par  le  diviseur, 
on  a  evidemment : 

Bo< >o.x'"  +  (BiCo  +  BoCO X""'  +  (ßsCg  +  B,C,  +  ßoC^) x"'~'  +  . . . . 

+  (ßkGo  +  Bft_,Gi  +  . . . .  BiG,_, +BoCOa;"'-'^-f-. . . . 

Et,  en  ögalant  les  coefficients  de  ce  produit  ü  ceux  du  dividende, 
on  a  : 

lJ„Go=Ao,     BiGo+BoG,  =  A,,     B.Co  +  ßiCi  +  BoG^^  A^, 

ß,Go+ß,<-A  +  ..-.  +  BA-,  +  ßoC,<--Afc.oo. 

La  premiere  6quation  ne  contient  donc  que  Tinconnue  Co; 
Co  etant  connu,  la  seconde  permetlra  de  calculerGi,  qui  n'y 
entre  qu'au  premier  degre;  Co  et  Ci  etant  connus,  la  troisiöme 
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cqiiation  permetlra  de  calculer  Ca ,  qui  n'y  ontre  qu'au  premier 
(legre.  En  g^neral,  cliaque  6quation  renterme,  au  premier  de- 
gr6,  une  inconnue  qui  ne  figurait  pas  dans  las  pr6cedenles,  et 
qu'elle  permel  de  d^lcrminer.  Ainsi,  Ck  figure,  pour  la  premlerc 
fois,  dans  le  coefficient  de  x"'-'';  cn  sorte  que  les  k  premieres 
equations  ne  renferment  pas  cette  inconnue.  Quant  ä  la  (k-^-l)"", 
eile  renferme  Ct  au  premier  degr6. 

i04,  Application.  Appliquons  la  methode  pr^cödenle  ä  un 
exemple.  Soll  ä  diviser 

par  x--\-px-j-q. 

Le  quutient  doit  6lre  du  quatrieme  degre.  Designons-le  par 

x''  -\-  m^x^  -|-  w.^x-  -f-  ^hx  -f-  m/i ; 
Eu  formant  son  produit  par  le  diviseur,  on  obtient : 

x^-[-{P  -\-i^h)x^-\'  (7+pm)-f  iih)x^-\-  {qmi-j-pm2-\-mi)x^ 
-f  {qiiu_-\- pnh  -f-  m^)x^-]-{qmi -j-  pm,,  )x-{-  qm^. 

En  egalant  les  tcrmes  de  ce  produit,  dont  le  degr6  surpasse 
i'unite,  aux  termes  correspondants  du  dividende,  on  a,  pour 
d^terminer  mi,  m^,  m^ ,  m,, ,  les  öquations  : 

p  +  Wi  =  Ai,     q-j;-pnh-\-m^  =  A^,    qn^-{- pm^-\-mi  =  A^ , 
qm^-\-pm^-\-m^  =  Ai. 

La  premiere  fera  connailre  Wi;  la  seconde,  ??ii  ötanl  connu, 
fera  connaitre  m^;  la  troisieme  donnera  ensuite  wij ,  et  la  qua- 
trieme m^. 

On  verra,  sans  peine,  que  cette  methode  conduit  aux  memes 
culculs,  que  la  methode  exposee  dans  la  premiere  partic. 
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§  II.  Extraclion  de  la  racine  w°°  d'un  polynome. 
103.  Methode  generale.  Soit  le  polynome :  ; 

i 

designons  sa  racine  irT'  par 

D„ .6"  -f  B,u;"- '  +  ß,x'-^  +  ....  +  B„. 

II  fallt,  par  defuiilion,  que  Ton  ait  identlquement : 

{\),x"  +  B,a;"+'  +  I!,,^"-2  4-  ....-}-  B„)»' 
=  A^xP-{-  Aix^-'  +  A^x"--  -f +  Ap. 

Pour  que  les  deux  mcinbres  soient  de  meme  degrö,  il  faut  que 
Ton  ait : 

p  =  mn, 

Si  donc  p  n'est  pas  un  multiple  de  ?n,  le  problcme  est  impos- 
sible.  Si  p  est  divlsible  par  m ,  le   degre   de  la  racine  sera 

—  :  on  connaitra,  par  suitc,  le  nombrc  (  — +  1  )  de  scs  coeffi- 

cienls.  On  pourra  61ever  celte  racine  ä  la  puissance  w*"*;  on  for- 

mera  ainsi  un  polynome  du  dcgre  p.  En  egalanl  les  (^— -j-l) 

Premiers  termes  aux  termes  correspondants  du  polynome  donne, 

on  obliendra  (  — -fl)  cquations,  pour  determincr  les  coeffi- 

cients  inconnus.  Les  6quations,  qui  exprimcnt  l'ögalit^  des 
termes  suivants,  devront  6tre  salisfaites  d'elles-memes,  si  le 
Probleme  est  possible  :  ce  £ont  des  equalions  de  condilion. 

106.  Galcul  des  coefficients  de  LA  RACINE.  Lcs  {—  -\-\\  (Cqua- 
tions, qui  d6terminent  la  racine,  ont  une  forme  remarquable, 
qui  rend  leur  rösolution  tres-facile.  En  effet,  dansle  devcloppe- 
nient  de 
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oü  n  est  t'ffal  ä  — ,  le  lerme  en  'jc^  ne  contient  que  Bo"* ;  le  lerme 

en  v"^-^  contient  B»  ä  ]a  puissance  (m —  1),  et  Bi  au  premier  degre ; 
le  terrae  en  x'^-'^  contient  Bo ,  Bi  et  B2 ,  et  cette  derniere  inconnne 
n'y  enlre  qu'au  premier  degre.  En  g^neral,  B^  n'entre  dans 
aucun  terrae  donl  le  degr6  est  superieur  ä  (p  — ä;);  et  il  entre  au 
preraier  degre  dans  le  coefficient  du  lerme  en  x^~^.  Par  cons6- 
quent,  la  premiere  equation  Bo"  — Ao  fera  connaitre  Bo  par  unc 
exlraction  de  racine  :  Bo  etant  connu,  la  seconde  Equation  fera 
connaitre  Bj ,  qui  n'y  entre  qu'au  premier  degre ;  B,  et  Bj  etant 
connus,  la  troisieme  fera  connaitre  B2,  qui  n'y  entre  qu'au  pre- 
mier degr6.  Et,  en  g^nöral,  la  (/e+1)""'  equation  d^lerminera  Bt , 
qui  n'y  entre  qu'au  premier  degr6;  car,  dans  le  developpenient, 
il  n'y  a  qu'un  terrae  en  x'^-^,  qui  contienne  Bt ;  c'est  le  terrae 
wBfca;"-*(Boa;")'"-'. 

II  sera  facile  d'appliquer,  en  particuiier,  cette  m^thode  ä 
rextraction  de  la  racine  carr6e  d'un  polynome. 

§  III.  Application  ä  quelques  probl^mes. 

107.  Probleme  I.  Determinery  entre  ])  et  q,  la  relation  ncccs' 
saire  pour  que  le  trinome 

x^-\-px-\-q 

soit  divisiblepar  le  carre  d'un  binome  convenablement  choisi  (x — a)-. 

Si  (aj+  ß)  d^signe  le  quotient  de  cette  division,  on  aura  : 

x'  H-  px  -{-q=z{x  —  olY{x  -{-p)  =  {x''  —  2oiX-\-  «2)  {x  +  ß) 
=  ^'+iß— 2a)^'+(«'— 2«ß)a;H-a'ß. 

On  en  conclut,  en  identifiant  les  deux  niembres  : 

ß  — 2a  =  0,     a^  — 2aß=:p,     a.^^=.q. 

Remplacaiil ,  dai;s  les  deux  dernieres  equalions,  ß  par  sa  valeur 
2a.  tir^e  de  la  premiere,  il  vient : 

(t'—li'J^p,      OU      a  =  ft/  — |, 
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lilliminant  enfin  a  entre  ces  deux  6quations ,  on  a  : 

Teile  est  la  coiidition  cherchöe. 

108.  Probleme  II.  Determiner  les  coeßcients  m  et  n^  de  teile 
maniere  que  l" expression 

mx^  —  {1m^-\-  3H)a;^  -{-  {m^-\-  Qmn)x —  Zm^n . 

soll  un  cube  parfait. 

II  fallt,  pour  cela,  identifier  l'expression  avec  le  cube  d'un 
binome  {ax-\-b),  c'est-ä-dire  avec 

a^x""  +  3  a'bx^  +  3  fli^^a;  +  ö* : 

ce  qui  fournit  les  cquations  : 

m  =  a^,     — {2m'^-\-dn)=:3a^b,    m^ -\- 6mn=3ab'^ ,     -~3in^n=^b^. 

Les  dcux  deruieres  donnent : 

77^'  -\-Qmn      m^  -\-  6n 


6  =  —  ^3?7i-7i,     a  = 


3v'9/y(^n^        3^911171^ 


a  ei  b  6lant  ainsi  dötermines,  les  deux  equations  restantes 
sont  des  equations  de  condition.  Si  Ton  y  substitue  ä  a  et  ä  & 
leurs  valeurs,  ces  equations  deviennent; 


r2i     g,,.  .   3^^^3K4-6n)-^J3m-^;i^K+^^(»^H-6»)^ 
Chassantle  denoniinaleur  de  cclte  derni^re,  et  reduisant,  on  a 

ou  {m-  —  3ny  =  0. 
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On  tire  de  lä,  pour  valeur  unique  de  n , 

[3]  «  =  Y- 

Gelte  valeur,  Substitute  dans  l'6quation  [1],  la  rend  identique. 
La  condition  demandee  se  r6duit  donc  ä  la  relalion  [3].  Et  le 
polynome  propose  est  alors,  comine  on  s'en  assure  facilement, 
le  cube  de 

X  \Jm  — m  \/m- 

RfiSUMfi. 

100.  La  m6lhode  des  coefficients  ind6lermin^s  s'applique  aux  questions 
danslesquelles  on  veut  determiner  un  polynome,  d'apres  certaines  con- 
dilions.  — 101.  Application  decelte  melhodeäla  theoriedeladivision, 
dans  le  cas  oü  la  division  se  fait  exactement.  —  102.  Gas  oü  l'on  a  ä 
Irouver  le  quotient  et  le  reste.  —  103.  Toutes  les  ^quations  que  Ton 
a  ä  rösoudre,  sont  du  premier  degre  ä  une  inconnue.  —  104.  Applica- 
tion ä  un  exemple.  —  lOS.  Application  de  la  methode  ä  la  recherche 
de  la  racine  nr°  d'un  polynome. —  106.  Les  ^quations,  que  l'on  a  ä 
resoudre,  sont  toutes  du  premier  degre  ä  une  inconnue.  —  107, 
108.  Application  de  la  methode  des  coefficients  indetermines  ä  la  Solu- 
tion de  quelques  problemes. 

EXERCICES. 

I,  Trouver  les  conditions,  pour  que  le  polynome 

4a;«— 4pa;3  +  iiqx''+  2p{m,  +  l)x  +  [in  + 1)* 
soit  le  carre  d'un  polynome  entier  par  rapport  ä  x. 

Ilfautque:  m  +  l=q — ^. 

t 

n.  Determiner  la  condition,  pour  que  le  polynome 

Ay^  +  Bxy  +  Cx''  +  Btj  +  Ex+F 
soit  le  produit  de  deux  expressions  du  premier  degre  en  x  et  y. 
II  faut  que  :  (BD— 2AE)='=(B'— 4AC)(D'  — 4AF). 
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III.  Döcomposer,  de  cette  maniere,  le  poIynome 

2a;'  — 21a'y— Ih/  — a;  +  34!/— 3. 
ün  trouve  :  (2a;  +  iy  — 3)  («  — lly  +  l). 

IV.  Mettre  l'expression  !i[x*  +  x^  +  x^  +  x  +  \)  sous  la  forme  de  la  difTerence 
des  carres  de  deux  polynomes  du  second  degre,  eiiticrs  par  rapport  ä  x. 

On  trouve:  {■2x-  +  x-i  2)^—bx^. 

V.  Determiaer  les  conditioiis  pour  que  l'expression 

{x—ot.y-  +  (y  —  ß)2—  k{aY  +  h^x^  —  a^b^) 


soit  le  carre  d'uii  polynome  *  du  premier  degre,  en  x  et  y. 
Si  a>b,  il  faul  que  Ton  ait  :    /i=-^,  a==±:v^a-  —  6-;ß=:0,  etle polynome 

est  le  carre  de  n± • 

a 

Si  a<b,  il  faut  que  Ton  ait  :  />  =  ,-^,   a=;0,    ß=±V6'  — a-;  et  le  poly- 


nome  est  le  can'e  de  b± -, — —  • 

b 

VI.  Mettre  (Ax2  +  2Ba;y  +  Ca;-)  sousla  forme  (aa;  +  ß!/)^+  (ya; +  &!/)-.  Celaest-il 
toujours  possible?  Y  a-t-il  plusieurs  Solutions? 

11  y  a  une  infinite  de  Solutions.  Pour  qu'elles  soient  reelles,  il  faut  qu'on  ait : 

A>0,     C>b,    AOB2. 

VII.  Mettre  {hx^  +  'SBx-ij +  iCxif  +  Iiiß)  sous  la  forme  (ax  +  ßy)''  +  (Yi;  +  oy/. 

Apres  avoir  identifie  les  deux  polynomes,  on  prend  une  inconnue  auxiliaire 
to=ao — ßy;  on  calcule  les  expressions  AC  — B^,  BD— C^,  AD  — BC,  et  enfin 
(AD  — BC)2  — .'j(AG  — B-')  iBD  —  C2)  :  cette  derniere  est  ('■gale  h.  w",  et  fait  con- 
naltre  w.  Les  autres  fönt  connaltre  ay,  ßo,  et  ao  +  ßy.  On  en  tire  facUemen^ 
a,  ß,  Y,  2. 
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THEORIE  DES  DERIVEES. 


GHAPITRE    PRE3IIER. 

CALCÜL  DES  DEUIVEES  DES  FONCTIONS  EXPLICITES 
D'UKE  SEULE  VARIABLE. 

§  I.  Notions  pröliminaires. 

109.  Definitions.  Lorsqu'une  variable  y  dopend  d'une  autre 
variable  x,  de  teile  sorte  qu'ächaque  valeur  donn6e  arbitrairc- 
mcnt  ä  X,  corresponde  une  valeur  unique  et  döterminöe  de  y, 
on  dit  que  y  est  une  fonclion  de  a; :  et  Ton  indique  cette  d6pen- 
dance  par  le  symbole 

y  =  f{x)- 

La  quarititö  x  se  nomme  la  variable  independante,  parce  qu'on 
peul  lui  donner  arbilrairenient  toute  espece  de  valeurs. 

Lorsque  la  variable  x  regoit  deux  valeurs  a  et  a  -\-  h,  h  est 
Vaccjoissement  donn6  ä  la  variable;  la  fonclion  prend  deux  va- 
leurs correspondanles  f{a)  eif{a-{-h);  et  la  difference,  positive 
ou  negative, /"(a-j-Zj.)  —  /"(a),  se  nomme  Vaccroissemcnt  corres- 
pondant  de  la  fonction. 

La  fonction  est  conünue^  lorsqu'on  peut  donner  ä  /iune  valeur 
assez  pelite,  pour  que  Taccroissement  de  la  fonclion  soit  aussi 
petit  qu'on  le  voudra.  On  ne  s'occupe,  dans  tout  ce  livre,  que 
des  fonctions  continues. 

110.  Developpement  d'une  fonction  entiere  f{x-\-h), 
suivANT  LES  puissANCES  DE  h.  Si,  daus  un  polynome,  entier  par 
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rapport  ä  une  lettre  x,  et  que  nous  representerons  genörale- 
ment  par 

fix)  =  A,x"''\-A,x"^''  -f  A.X"'  +  ....  +  A„a;"-"  +  ....  -j-A,,, 

cn  remplacc  x  par  x-\-  h,  le  r^sultat  de  celte  Substitution  est  : 

f(x-\-h)  =  A  ,{x-\-hy-  4- Ai  {x-{-hy"--'+.. .  .+A„(a;+/j)"-"- }-. . .  .+A„.. 

Si  l'oii  developpe  chaque  terme  par  Ja  formule  du  binome,  et 
si  Ton  ordonne  suivant  les  puissances  ascendantes  de  A,  celte 
expression  dcvJent  : 


-t-A|X'"='  -\-[m—])AiX'"-^ 
4-Avrr"'"-  +  {m—2)A-2X"'-^ 

+A„a:'"-"+  (m— «)A„a;"''"-' 

f  A„,-,a;  +  A„,.i 

fA„ 


h+in{m—])  Aox"'-^ 
4-(m— l)(m-2)A,a;'"-3. 
+  (m— 2)(m— 3)A2r"'-' 

+[m—n)[m—n—])A„x" 


7,2  Jim 


Les  termes  indöpendants  de  h,  ceux  auxquels  se  reduit  l'ex- 
pression  pour  h=0,  forment,  comme  cela  devail  etre,  le  poly- 
nome  propose  lui-meme.  Le  coefficient  de  h,  polynome  du  degr6 
(ot —  1)  par  rapport  äo;,  se  nomme  la  derivk  du  polynome, pro- 
pose; et,  lorsque  le  polynome  est  represente  par  f{x),  la  derivöe 
est  assez  habituellement  represent^e  par  f  {x).  Le  coefficient  de 

/j,2 

- — ^,  polynome  du  degre  (m — 2),  est  la  seconde  derivee  du  po- 
lynome. On  la  designe  \)arf"(x).  De  meme  les  coefticients  de 
T~ir-^,....-j— 5 ,  polynomes  dont  le  degr^  est  de  moins  en 

moins  eleve,  sont  la  troisieme,  ...la  w™^  derivee  du  polynome, 
et  se  representent  ißav  f" (x)...,  ^"{x).  D  apres  ces  notalions, 
le  d^veloppement  s'ecrlra  : 

f(x+h)=nx)+hr{x)+~r{x)+.J^^r(x)+..., 

Chacun  des  polynomes  f  (x).  f"  (x),  f"'{x) ....  f"  {x),  sc  d^duit 
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du  pröcedent,  d'apres  ime  meme  loi  qui  est  fort  simple.  Si  l'on 
examine,  en  cffet,  Ic  polynome 

on  reconnalt  immediatement  qu'il  faut,  pour  le  former,  diminuer 
d'une  imite  Vexposant  de  chacun  des  termes  de  i"  (x),  et  multiplier  le 
coefßcicnl  par  l'exposant  non  encore  diminue.  L'inspection  des 
polynoines  f"  [x),  f"{x),. .. ,  montre  que  chacun  se  döduit  du 
pr^cödent  suivant  la  meme  loi ;  en  sorte  que  f"  {x)  est  la  dörivee 
de  f  (x),  f"  {x)  Celle  de  f'{x),  et  ainsi  de  suitc.  Et  c'est  pour  cette 
raison,  que  f  [x)  est  diie  Ja  seconde  derivee  de  /  (a;),  que  f"  (x)  est 
dite  la  t7^oisieme  derivee,  et  ainsi  de  suite. 

Chaque  derivee  est  de  degr6  moindre  que  la  pr^cedente;  en 
Sorte  que  la  m™^ -derivee  d'un  polynome,  de  degre  w,  est  con- 
stante,  et  qu'il  n'y  en  a  pas  de  (m-|-l)™^ 

111.    PrOPRIETE  de  LA   DERIVEE   d'uNE  FUNCTION    ENTIERE.    La 

d^finition,  que  nous  avons  donnee  de  la  dcriv6e,  ne  s'applique 
qu'aux  polynomes  entiers  et  rationnels ;.  mais  nous  allons  en 
d6duire  une  propri6te  importante,  que  nous  prendrons  ensuite 
pour  definition;  ce  qui  permetlra  d'ötendre  lanotion  de  derivee 
aux  expressions  d'une  autre  forme. 

On  a  (HO),  en  dt5signant  par  F  (x)  un  polynome  entier  par 
rapport  k  x  : 

fix+h)=¥ix)^hr  (X)  -L-J^^F"(x)  +  ...  +  YJ--;^^  F"'(^); 

on  en  conclut : 

F(x-{-h)—¥  (x)      ri/ /  N   I     h  „,,,  .   ,       h^    „,,, ,  ,    , 

Si,  X  restant  fixe,  on  fait  tendre  h  vers  zero,  le second  membre 
a  ^videmment  pour  limite  F'  {x) ;  il  doit,  par  suite,  en  etre  de 
meme  du  premier;  et  l'on  a,  par  cons^quent : 

„,,  ,      ,.     F  Or  + /i)  -  F  (rr) 
F'(,T)=liin -^ — ! — ^-^, 

r^sultat  que  l'on  peut  6noncer  ainsi : 

La  derivee  d'un  polynome  F  {\)  est  la  limite  du  rapport  de  l'aC' 
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croissement  F  (x-}-h) — F(x)  de  ce  polynome  ä  l'accroissement  h  de 
la  variable,  lorsque  ce  dernier  accroisscment  diminue  de  plus  en 
plus. 

112.    NOUVELLE   DEFINITION   DE  LA  D^RIVEE.  C'est  la  propHÖtÖ 

pr^cedente,  qui  sera  dor6navant  prise  par  nous  poiir  definition. 
Nous  dirons  : 

On  nomme  derivee  d'une  fonclion  contimie  quelconque  la  limite, 
vers  laquelle  tend  le  rapport  de  V accroissement  de  cette  fonclion  ä 
Vaccroissement  de  la  variable,  quand  ce  dernier  tend  vers  zero.  Gelte 
defiriilion  s'applique,  d'apres  ce  qui  pr^cede,  aux  fonetions  eii- 
li6res  :  eile  permet,  en  outre,  d'^tendre  la  nolion  de  derivee  ä 
une  fonclion  quelconque. 

On  peut  demander,  si  une  fonclion  conlinue  quelconque  f{x) 
a  une  d6riv6e.  Nous  repondrons  d'abord,  qu'en  fait,  nous  allons 
trouver,  dans  les  paragraplies  suivants,  les  derivees  des  princi- 
pales  fonetions;  ce  qui  d^monlrera  leur  exislence  ä  posteriori. 
Nous  ajouterons,  d'ailleurs,  que  la  fonclion  6lanl  conlinue, 
r^qualion  y  =  f{x)  reprdsenle  une  courbe  plane  conlinue, 
rapporlee  ä  deux  axes  reclangulaires;  et  Ton  di^monlre,  en 
geomeliie  analytique,  que  la  derivee  represente  la  langente 
trigonometrique  de  l'angle  que  fait,  avec  Taxe  Ox,  la  langente  ä 
la  courbe  au  point  (x,  y).  Conime,  en  chaque  poinl,  une  courbe 
conlinue  a  une  langente  bien  delerminee,  la  fonclion  admet 
une  d6riv6e. 

La  derivee  d'une  fonclion  est  une  nouvelle  fonclion  qui  admet 
elle-meme  une  dörivöe  :  cesl  la  derivee  seconde.  La  d^riv^e  de 
celle-ci  est  la  Iroisierne  deriv6e ;  et  ainsi  de  suite. 

Nous  commencerons  par  faire  connailre  les  derivees  de  deux 
fonetions  Ires-simples,  a"  et  log  x. 

§  II.  Deriväes  de  a"  et  de  log  x. 

H3.  Derivee  de  a".  La  derivee  de  a'  est,  par  definition,  la 
limite  du  rapport 

h       ' 
Lorsque  h  tend  vers  zcro. 
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Or,  on  a  6videmment : 

II  faut  donc,  pour  oblenir  la  derivöe,  chercher  la  liinile  du 
rapport 

a^(a^  — 1) 
h 
Posons : 

n 

Lorsque  h  est  (res-petit,  a^  difTere  tres-peu  de  l'unitö  (75) ;  et, 
par  suite,  n  est  tres-grand.  Lorsque  h  tend  vers  zero,  n  tend 
vei's  rinfiui.  On  deduit  de  celle  relation  : 

'  n 
Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vicnt : 

h\oQa  =  \og(^l  -t-ij, 


d'oü  h  = 


log  a 


Le  rapporl  devient,  d'apr^s  cela  : 


1 

n  a"  lo2f  a 


log« 

Le  nnmöratenr  nc  contenant  pas  w,  il  suffit  de  chercher  la 
liiiiite  du  deiiominaleur.  Or,  on  a  : 

«Iog(l+i)  =  lo8(i  +  i)'. 
n  augmentant  indcfininient,  f  1  +  -  j    lend  vers  e;  et,  par  suile, 
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(1  \  "                                                                               o^  lo'^  ß 
1  +  -)    ^y  pour  limite,  log  c;  l'expression — -^ 

tcrid  donc  vers  — — ^^—:   teile  est  doric  la  deriv6e  de  a^.  Ainsi  : 

löge 

[1]  {a^y  =  '^. 

^  ■'  ^         lüge 

On  pcut  rcmarquer  que  la  base  du  Systeme,  dans  lequel  sont 
pris  les  logarillimes,  n'a  pas  ele  definic;  mais  le  choix  de  cette 

base  n'a  auciine  influeiiee  siir  le  rt^sultat;  car  le  rapport  ,— ^ 

''        löge 

ne  dopend  pas  (83)  de  la  base  du  syslcme  consider6.  Si  l'on 

suppose  que  les  logaritbmes  sont  pris  dans  le  Systeme  n^perien, 

loge=  1 ;  et  la  d^rivee  s'ecrit  : 

[2]  {(ff  =  a'La. 

Alnsi  la  derivee  de  la  fonction  exponentielle  s'obtient,  enmultipliant 
cette  fonction  par  le  logarithme  neperien  de  la  base. 

Si  Ton  considerc,  cn  particulier,  la  fonction  e^,  Lc  =  l ;  et 
par  suite  la  derivee  de  &"  est  la  fonction  elle-meme  : 

[3]  {e''y=e''. 

114.  Derivee  de  log  x.  La  d^rivöe  de  log  x  est,  par  döflni- 
tion,  la  limite  de  l'expression 


log(a;-|-/i) — loga? 


lorsque  h  tend  vers  z6ro. 
Or,  on  a  : 


log(a;  +  /i)— loga;  =  log(^i-^)==log(^l  4-i) 


Donc  los  (x-\-h)  —  ]op[x 


Posons-=  -,  de  teile  sorte  que,  h  tendant  vers  zöro,  n  tcndra 

X      n 
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X  ' 

vers  00 ;  il  viendra  h^^-  \  et  l'expression,  dont  on  cherche  la 
litnite,  deviendra  : 

n 
Or,  on  a  vu  (113),  que,  n  tendant  vers  00  ,  lo;4  (l  +-)    ^ 

pourlimitelog  e.La  liraite  de-  log  (1  -|--)  est  donc  -^^,  qui 

repr6sente,  par  consequent,  la  d6riv6e  de  log  a?, 
Ainsi 

1 0  o-  ß        \T 
[4]     .  {io-x)'  =  ^^=-, 

en  d^signant  par  M  le  module  du  Systeme  dans  lequel  est  pris 
le  logarithine  de  x. 

Si  la  fonction  est  le  logarithme  nöpörien  de  x,  M  =  1 ;  et,  par 
suite,  la  d6rivee  de  hx  est : 

[5]  ^L^)-^ 

Aprös  avoir  fait  connaitre  les  dörivees  des  deux  fonctionströs- 
simples,  log  x  et  a",  nous  allons  etabllr  quelques  rögles  gen6- 
rales,  qui  nous  permeltront  d'obtenlr  les  d^rivees  d'expressions 
plus  coüiposees. 

§  III.  Regles  genörales, 

llij.  D^RivEE  d'une  somme.  Si  w,  V,  w,  sont  des  fonctions  de 
07,  dont  les  derivöes  u'  v  w'  sont  connues,  la  somme 

u  +v  —  w 

aura  pour  derivee  la  somme 

*     u'  -f  v'  ~  w 

En  effel,  si  nous  designons,  en  g6n6ral,  l'accroissement  d'iinc 
Alg.  SP.  C.  7 
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quantit^  par  le  signe  A  place  devant  la  loUre  qui  la  represeiile, 
en  atlri'^uant  h  la  variable  a;un  accroissement  Aa?,  les  fonctions 
u,  V,  w,  prendronl,  respectlvemcnt,  des  accroissemenis  Au,  Au, 
Aw;;  et  l'accroissement  de  la  somme  (u-\-v  —  w)  sera  evidem- 
ment : 

Au-f-Aü  — Aw; 

le  rapport  de  cet  accroissement  ä  raccroissement  Au  de  la  va- 
riable, est  donc : 

Au  ^^  Ar      Aiü. 
^x       Aa?      Aa;' 

et  il  a,  par  cons6quent,  pour  limite : 

u'  -{-v'  —  w'y 

comme  nous  voulionsle  demontrer.  On  a  donc  : 

[6]    '  {u4-v  — tu)' =  u' -\-v' —lo'. 

116.  Definition  d'une  Function  de  fonction.  On  nomme,  en 
gencral,  fonction  explicite  d'une  variable  le  resuUat  d'operations 
bi  n  definies,  execut^cs  sur  celte  variable.  Ainsi,  parexeinple: 


a;"*,  log  y/  1  -\-x'\  log  sin  x,  a"^, 

sont  des  fonctions  dea;;  le  nombre  des  Operations  successive- 
ment  indiquees  pouvant  d'ailleurs  etre  aussi  grand  qu'on  le 
voudra. 

Si  l'on  d^signe  par  u  une  fonction  quelconque  de  la  variable  a?, 
et  que  l'on  execute  des  Operations  sur  la  quantite  u,  considär^e 
comme  donn^e,  le  resultat  de  ces  Operations  sera,  d'apr^s  ce 
qui  prec^de,  unc  fonction  de  w;  et,  comme  u  est  elle-meme 
une  fonction  de  x,  ce  resuUat  se  trouve  une  fonction  de  fonction. 

II  est  bien  entendu,  qu'en  remplagant  w  par  son  expression  en 
X,  on  peut  faire  imm^diateinent,  d'une  fonction  de  fonction, 
une  fonction  ordinaire. 

ExEMPLEs.  1°  (a:2/=a;« 

peut  6lre  considör^  comme  une  fonction  de  fonction,  le  cube  de 
r",  ou  comme  unc  fouclion  siniple,a?*. 
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2»  log  a'=x  log  a 

peut  6tre  considöre  coinme  une  fonclion  de  fonction,  le  loga- 
rithme  de  la  fonction  a',  ou  comme  la  fonction  simple  du  pre- 
mier  degre,a;loga. 

Lors  meme  que  des  r6ductions,  analogues  aux  prec6denies, 
ne  s'effectuent  pas,  rien  ne  dislingue  essentiellement  une  fonc- 
tion de  fonction  de  Celles  qui  d^pendenl  directement  de  la  va- 
riable principale. 

117.  Derivee  d'une  fonction  de  Function.  D'aprös  les  d6fi- 
nitions  qui  precödent,  si  l'on  d^signe  par  u  une  fonction  ^  {x) 
de  la  variable  x,  et  par  w  une  fonction  ^  (u)  de  la  variable  u,  w 
sera  une  fonction  de  fonction  d^finie  par  les  6quations  : 

u=-f{x)y    w=^^{u). 

Nous  allons  montrer  que,  si  les  fonctions  tp  et  <|^  sont  de  teile 
nature,  qu'on  sache  prendre  leurs  derivöes  par  rapport  ä  la  va- 
riable dont  elles  d^pendent  inim6diatement,  on  pourra  former 
la  derivee  de  w  par  rapport  ä  x. 

Supposons,  en  effct,  que  l'on  donne  ä  a?  un  accroissement  Ao?, 
et  qu'il  en  resulte  :  pour  u,  un  accroissement  Aw ;  pour  w,  un 
accroissement  Atü ;  on  a  idenliquement : 

Aiü Aiü  Au, 

A  ic      Au*  Aa?* 


Or,  Aic  tendant  vers  z6ro,  t—  et  —  ont,  pour  döfmition,  pour 

'  \u      \x 

limites  respeclives,  les  d6riv6es  de  w  et  de  u  par  rapport  ä  x. 

Quant  ä  — ,  blen  que  u  ne  soit  pas  une  variable  independante , 

mais  une  fonction  de  x,  dont  les  variations  döpendent  de  Celles 
de  07,  cette  expression  a  pour  limile  la  dörivöe  de  w  par  rapport 
ä  w;  car  rien,  dans  la  döfmition  de  la  derivee  d'une  fonclion,  ne 
particularise  la  maniöre  dont  Taccroissement  de  la  variable 
tend  vers  z6ro.  En  designant  donc  les  d6riv6cs  de  w  par  rap- 
port ä  a;  et  par  rapport  ä  u  par  w'  et  par  ^'  (w),  et  cellc  de  u  par 
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rapport  h x  par  cp' {x)*c\.  en  se  rappelant  que  la  liinilc  li'an  pro- 
duit  est  ägale  au  prodiiit  des  limites,  on  a  : 

[7]  io'  =  ^'{u)?<ff'  {x)', 

n^sultat  que  Ton  peut  6noncer  de  la  maniöre  suivante  : 

La  derivee  d'une  fonction  de  fonction  est  le  produit  des  derivccs 
aes  fonctions  simples  qui  la  composent,  prises,  chacujie,  par  rapport 
a  a  variable  dont  la  fonction  depend  immediatement. 

H^.  ExEMPLEs.  1°  Gonsidörons  la  fonclion 

{x^-)\ 

c'csl-ä-(lirp,  supposons  que,  dans  la  formule  qui  pr^ccde,  on 
alt : 

u  =  x^.     v:  =  u^r 

Ponr  foniier  la  derivee  de  cette  fonction  de  fonction  ,  il  fruit, 
commo  011  l'a  vii,  prendre  la  deriv6e  de  u^  par  rapport  a  ii,,  qui 
est  3tA^,  et  la  multiplier  par  la  dt^rivec  dea;^  par  rapport  hx, 
c'est-ä-dire  par  2a;;  cette  derivee  est  donc  ?^u^x2x,  ou,  en 
remplagant  it,  par  sa  valeur  : 

3x*X2rr— 6a;^; 

ce  qui  est  precisöment  le  rösulial  qu'on  aurait  obtenu  (HO),  en 
remplaganl  la  fonction  de  fonction  |)ar  la  fonction  simple  x\ 
2°  Considcrons  encore  la  fonction 

log  a;*, 
c'est-ä-dire,  supposons  : 

w  =  a;^;     iu=^\ogu. 

La  derivee  de  ceKe  fonction  de  fonction  est  le  produit  de  bx^., 

Jorr  g 

derivee  de  a;*,  par  — ^^,  derivee  de  log  u  par  rapport  ä  u  ;  eile 
est  6gale,  par  consequent,  ä 

5a;Mop:e      5  In"  e 
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c'cst  pr6cis6inent  ce  qiie  l'on  aiirait  trouv6,  en  remarquant  que 

log  x^=^b  log  x; 

car  la  deriv^e  de  5  log  x  est  evidemment  6gale  ä  cinq  fois  la  d6- 
riv6c  de  fog  x. 

Los  deux  exemples  pr6c6dents  ont  6te  choisis  de  maniäre  ä 
fournir  im  rösullat  qiii  füt  connu  ä  l'avance;  mais  on  concoit 
qiie,  dans  uii  grand  iiombre  de  cas,  la  regle  des  fonclions  de 
fonctions  conduira  h  des  rösultats  entierement  nouveaux ,  et 
qu'il  serait  difticile  d'obtenir  autrement. 

Cherchons,  par  exemple,  la  dörivee  de  e**,  cii  posant  • 

X-  =  u,    w  =^  e". 

On  voit  que  lad^rivöe  demand^e  est  le  produit  de  Ix,  derivöe 
de  u  par  rapport  ä  x,  et  de  e",  deriv^e  de  e"  par  rapport  ä  u  ; 
eile  est,  par  cons6quent,  6gale  ä 

Ix^f-^. 

119.  Generalisation.  On  peut  gönöraliserla  regle  des  fonc- 
tions de  fonctions,  et  l'^tendre  ä  des  exprcssions  qui  depcndent 
de  la  variable  £C  au  moyen  de  plusieurs  fonctions  infenncdiaires. 

Posons,  en  effet  : 

u  =  v(x),     v  =  '^{u),     ic=f{v),     z=F{w); 

et  cherchons  la  derivöe  de  z  par  rapport  ä  x.  Soll  Aajun  ac- 
croissement  attribu^e  ä  o;;  et  soient  Ait,  Au,  \iü,  \z,  les  accrois- 
semenls  qui  en  resultent  poiir  u,  u,  lo,  z ;  on  a,  idenliquement : 

A^_  A^  A^'-  A^'   A//._ 
Aa;      Mv'  \v  ' \u' ^.c' 

et  Ton  voit  que,  si  Aa;  tend  vers  zero,  le  premier  membre  a, 
pour  limitc,  la  d6rivee  de  z  par  rapport  ä  x,  et  les  facteurs  du 
second  tendent  vers  les  d^riv^es  des  fonctions  z,  lo,  v,  «,  par 
nipport  aux  variables  dont  elles  depcndent  innucdialeinent.  On 
en  conclul  que  la  derivce  de  z,  par  rapport  ä  x,  est  encore  le  pro- 
duit oblenu  en  multipliont  les  derivees  des  diverses  fonctions;  z,  w 
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V,  u ,  prises  chacune  par  rapport  ä  la  variable  dont  la  foncHon  de- 
pend  immediatement.  Ainsi  : 

[8]  z'  =  ¥'{io)Xf'{v)X'i^'{u)y<<Y'{x). 

120,  Deriv^e  d'un  PRODUiT.  Soientw,  v,  w,....  des  fonclions 
en  nombre  quelconque,  et  z  leur  produil,  dont  oii  demande  la 
döriv^e. 

Ona:  z^u.v.w....; 

en  prenant  les  logarilhmes  des  deux  membres,  il  vient : 

log  z  =  log  w-f  log  V -flog  tu -{-••••» 

et,  si  l'on  prend  les  d6riv6es  des  deux  membres,  on  a,  en  appli- 
quant  la  regle  des  fonclions  de  fonclions  (117),  et  en  d6signant 
par  z'y  u\  v\  w',....  les  d^rivees  de  z,  w,  v,  w....; 

\os  e  ,      log  e   ,  ,  log  e   ,  ,   log  e    ,  , 
z  =:  — —  u  H ^  11 H — ^— •  lü  -f- .. .; 

Z  U  V  '       w 


d'oü  l'on  d6duit ; 


Z  U      ,    1'      .    w      , 

-  =  —  -^ j \- 

Z         U  V     '    10 


ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  z  ou  par  uvw..,.i 

[9]  z'=vw...  u'  ■{-U10....V' -\-uv....w' -{-.... 

Ainsi,  ia  derivee  d'un  produit  est  la  somme  des  produits  obterms 
en  multipliant  successivement  la  derivee  de  chaque  facteur  par  le 
produit  de  tous  les  autres. 

Si  un  facteur  est  constant,  sa  df^rivee  est  nulle,  et  le  terme 
correspondant  manque  dans  la  derivee  du  produit.  Ainsi  la  de- 
rivee de  Au  est  Au'. 

121.  Derivee  d'un  Quotient.  Soient  w  et  v  deux  fonclions  de 
X,  et  z  leur  quolient,  dont  on  demande  la  d6riv6e.  On  a  : 

u 
z  =  -. 

V 
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En  prenant  les  logarithines,  il  vient : 

log  z  =  log  u  —  log  V  ; 

et,  si  Ton  prend  les  d6riv6es  des  deux  membres,  cette  6quation 
donne,  en  adoptant  les  mßmes  notations  que  precedeinment : 

log  e   ,      löge   ,      l'>2e   , 

Z  IC  u  ' 

d'oül'on  d6duit : 

,         Z      .       Z     .         1      ,       U     f 

z=-  u •{;'=- it' -V, 

^    ,  ,      vu'  —  uv' 

ou  [10]  z'=—-^-. 

Ainsi  la  derivce  d\m  quotient  s'obtient,  en  multipliant  le  denomir 
nateu7-  par  la  derivee  du  numerateur,  puis  le  nunierateur  par  la 
derivee  du  denominateur ,  et  en  divisant  la  difference  des  produits 
par  le  carre  du  denominateur. 

122.  Derivee  d'une  puissance.  Soient  u  une  fonction  de  a;, 
et  m  im  exposant,  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  negatif; 
designons  par  ä  la  puissance  w*",  et  cherchons-en  la  Q^riv^e ; 
on  a: 

Zz=U"'. 

En  prenant  les  logarilhmes,  il  vient : 

log  z  =  m\ogu; 

et  si  Ton  prend  les  deriv6es  des  deux  membres,  on  aura,  en 
adoptant  toujours  les  memes  notations  : 

\o^  e   ,         log-  e    , 
2  =m u: 


d'oü  Ton  döduit :  z'  =  m  -  u'\ 

u 

ou    [11]  z  =  mu'^~'^u'. 

Ainsi  la  derivee  d'une  puissance  d'une  fonction  s'obticnt  en  mul- 
tipliant la  derivee  de  la  fonction  par  V exposant  et  par  une  puissance 
de  la  lonciion  prise  avec  U7i  exposant  inferieur  d'une  unite. 
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Remarque  I.  Dans  le  cas  oü  m  est  enlier,  celte  regle  pourrail 
se  deduire  du  Iheor^me  des  fonetions  de  fonctions  :  car^  u  6tant 
une  fonction  de  o;,  tt*"  est  une  fonction  de  fonction;  et  Ton  a  vu 
(110)  que  sa  d6nv6e,  par  rapport  ä  u,  est  ww"^*. 

Remarque  IL  Si,  dans  la  formule  prec6dente,  on  suppose 
M  =  a;,  on  obtient  la  derivee  de  a;"*,  et  Ton  voit  qu'elle  est  mx"^* : 
cette  d6riv6e  s'exprinie,  par  consöquent,  par  la  mßme  foriniilo, 
quo  lorsqne  m  est  entier. 

GoROLLAiRE.  Si  2  =  y/w,  OH  6crit  : 


et  appliquant  la  r^gle  pr6c6dente,  ou  a  : 

ou     [12]  z'=^, 

2v/lt 

Ainsi  la  derivee  de  la  racine  carree  d'une  fonction  s'obtient  en 
divisant  la  derivee  de  la  fonction  par  le  double  du  radical. 

123.  Derivee  de  u".  Gonsid^rons  enfin  l'expression  plus 
composee,  dans  laquelle  l'exposant  est  lui-m6me  fonction  de  la 
variable  x ;  et  cherchons  la  derivee  de  w",  w  et  ü  designant  deux 
fonctions  quelconques  de  x. 

Posons  ;  z  =  m'', 

nous  aurons,  en  prenant  les  logarithmes : 

logÄ  =  t;logw; 

et,  si  nous  prenons  les  dMv6es  des  deux  membres,  en  appli- 
quant la  rögle  donnee  pour  la  d6rivee  d'un  produit,  il  vient : 

log  e  ,        , ,  ,  tj  log  e  , 

—2-  z  =  v'  log  u  A u  ; 

z  °      *       u 

d'oü  Ton  deduit  : 


[13]  «=^   -; h-1^    • 

^    •'  \  lug  e        w    / 
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ExEMPLE.  Si  Ton  pose  v=zXj  u  =  x,  lafonclion  z  devient  x^, 
et  la  d6riväe  est  : 

/\<^'^x     '  \ 
\l()-  e        J 

124.  Applications  des  regles  pr^cedentes.  Los  rcgles  pr6- 
cödentcs  permellent  de  former  la  deriv6e  d'une  fonclion  alg6- 
brique  donnee,  quclque  compliquöe  qu'elle  soit;  nous  cn  don- 
nerons  quelques  exemples. 


1°  Trouver  la  d6rivee  de  la  fonctioii,  y  =  \/l  -\-x^ 
On  pose  :  l  -{-x^  =  u, 


\/ \  -j- x'^  ^  u''^ ; 
eirontrouve(il7,  122)  : 


y',  =  ^u'K  ri 


y/l+rc^ 


2°  Trouvee  la  deriv6e  de  la  fonclion  y  "~ -, 

(l-i-a,-)" 
Nous  poiivons  considerer  cette  expression  comme  une  frac- 
tion;  et  en  appliquant  la  regle  (i21),  on  troiive  : 


y 


, ?)a;"-'  ( 1  -1-  .r)"  —  "-r"  1 1  -j- .r/~' nx" 


(14-,//"  (l+.r/'-' 

On  pourrait  encore  considerer  la  fraction  propost^e  comme 

X 

la  n"'*  pulssance  de  r-p— ;  et  appliquer  la  regle  (122);  on  aurait 
alors  : 


ä'-"(lT^)""-(TT^)'="(lT^) 


"-'.T-L 


xy 


r6sultat  conforme  au  pr^eedent  : 
3»  Trouver  la  deriv6e  de  la  fonclion 


^x'  —  1  -|-  1 
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Jx^  —  1—1 
En  posant  :  ^  =  U, 

y/^.^  _    1    _|_    1 

on  aiira  :  j/  =  log  U, 

et  (118):  ^'^1^^_?.U'. 

Pour  trouver  U',  il  faut  appliquer  les  regles  (121,  122);  on 
trouve  : 

X 


(^x'—  i  -fi)      ^       _(^/.r^_i  _i)-_: 


\/x'^  —  1  v'*'^  —  1 


2.1;  lo^''  e 


et,  par  suite  :  y'  = 


\^,i-  —  1  [x-  -  2)' 


4°  Soil  cnfin  y  =  e'Lx,  le  logarithme  6lant  pris  dans  le  Sys- 
teme de  Neper ;  on  trouvcra  : 

y'  =  e^{l-{-Lxy 

%  IV.  Derivees  des  fonclions  circulaires. 

123.  Derivee  de  sin  x.  La  derivee  de  la  fonclion  sin  x  est, 
par  d^finilion,  la  limite  du  rapporl 

sin  (.^4-/')  —  sin  x 
Ti  "' 

Or,  on  a,  d'aprfes  les  formules  connues  de  la  trigonometrie  : 


sni 
Donc 


iin  (x-^Il)  —  siiia;=:2sin-cos  (x-\--\. 


o      h       /    ,h\  .    /h\ 

s\n(x+h)-,\nx        2s.r.2-cos(.;4-2J        sm  ^ 

-{x+-y 


h ' _       ,^.cos 


G) 
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Mais on  sait  que  A  devenant  trös-petit,  le  ia[iport  du  siniis  ä 
l'arc  correspondant  tend  vers  l'unitö.  D'ailleurs,  cos  (^  + ö) 

s'approche  ind^fmiment  de  cos  x;  et,  par  suite,  l'expression 
pr6c6dente  a  pour  limite  cos  x. 

La  derivee  de  sin  x  est  donc  cos  x. 

[14]  (.sina;)'  =  cosa;. 

126.  Derivee  de  cosa:.  On  a  : 


cosa;=sin  (- — xj] 


et,  par  cons^quent,  cosrc  peiit  etre  consid6r6e  comme  une  fonc- 
lion  de  fonclion.  En  appliquant  la  regle  (H7),  on  trouve  : 

(cosic)'=cos  (^ — x\  (-  —  x\  =  — cos  (-  —  xj  =  —  bino;. 

La  derivee  de  cos  x  est  donc  —  sin  x. 

[15]  (cosa;)'=  —  sino?. 

127.  DERIVEE  DE  tangrc.  On  a  : 

sin  X 
tanga;  = ; 

°         cosa;' 

et,  en  appliqnant  la  regle  (121),  on  trouve  : 
[16]  (tanga;)'  = 


La  derivee  de  tang  x  est  donc 


cüs^a;  cos'-^a; 

1 


cos^x 

128.  DERIVEE  DE  CO  tang  x.  On  a  : 

cosa; 
cotanga;  =  -: — ; 

ui,  en  appliquant  la  r'ägle  (12 S),  on  trouve  : 

—  sin-a; — ros^a;  l 


[17]         (cotanga;)': 


öiira;  siira; 
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1 


La  derivee  de  cotanor  x  est  donc 


sin"  X 
129.  Derivee  de  sec  x.  On  a  : 

1 


seca?  = 


cosrc 
Donc 

[18]       {s6c  x)' =z  (cos-^  x)' =:  —  (co5rr)-^( — <i';a;)=' 


CUb"  X 


La  derivee  de  sec  x  est  donc 


cos^'x 

130.  Derivee  de  cos^ca;.  On  a  : 

1 


coscc  X-- 


SItl  X 

Donc  : 

[19]      (cosecic)'^(sin~'a;)'=  —  (sin~'^a;)  cos  x 

cos  X 


cos  X 


sni' 


La  derivee  de  cos6c  x  est  do'ic 


SlIl'X 


151.  Remarque.  Nous  admeltons,  dans  les  paragraphes  [)\6- 
c^dents,  que  i'arcajsoit  mesure  par  son  rapport  au  rayon  du 
cercle  donl  il  fait  paiiie.  C'est,  en  effet,  dans  cetle  hypothese 
seulement,  qu'il  est  vrai  de  dire,  comme  nous  l'avons  fail  (123), 
que  le  rapport  du  sinus  ä  l'arc  tend  vers  l'unit^,  lorsuue  l'arc 
diminue. 

152.  Definition  des  fonctions  inverses.  Toutes  les  fois  que 
deux  variables,  x  et  ij,  sont  liees  de  teile  manifere,  que  la  valeiir 
connue  de  l'une  detennine  la  valeur  de  l'autre,  elles  sont  dites 
fonctions  l'une  de  l'autre;  et  ce  sont  deux  fonctions  inverses. 
Ainsi,  par  cxemple,  si  y  =  a",  on  en  conclut  x  =  \ogay',  ä 
cliaque  valeur  de  x  correspond  une  valeur  delermin^e  de  l'ex- 
ponentielle  y;  mais  ä  chaque  valeur  de^  correspond  une  valeur 
deterniin^e  du  logarilhme  x.  Les  deux  fonctions  y  et  x  sont  in- 
verses l'une  de  l'autre.  Ainsi,  encore,  le  sinus  d'un  arc  est  une 
fonclion  de  cet  arc;  mais,  reciproquement,  l'arc  est  fonction  du 
sinus;  car  ä  chaque  valeur  du  sinus  correspondent  des  valeur« 
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dölerminees  de  l'arc.  Nous  designerons  cetto  fonclion  par  la 
nolation. 
j  arc  sin  x^ 

quc  Ton  doit  lire  :  arc  dont  le  sinus  est  x.  Et  nous  allons  dcter- 
iiiiner  les  d6riv6es  des  fonctions  circulaires  inverses,  arc  sin  x, 
arc  coso;,  arc  tanga;. 

135.  Deriv^e  de  arc  sino;.  Posons  : 

y  =  MC  sina;; 

et  cherchons  la  d6riv6e  de  y  par  rapport  ä  a;,  que  nous  designe- 
rons par  y'. 

De  l'equation  y  =  arc  sin  a;, 

on  d^duit :  a;  =  siny; 

eri  prenant  la  döriv^e  des  deux  membres  par  rapport  ä  x,  et 
appliquant,  pour  le  second,  la  r^gle  des  fonctions  de  fonctions, 
on  trouve  : 

l  =  cos7/X2/'; 

donc :  y' 


cosy 


Mais  sin  y  6fant  egal  ä  x,  cos  y  est  egal  ä  ±V  1  —  a;^;  et  Ton  a, 
par  consequent : 

[20]  y'^ L=.. 

±sj\  —  x^ 

1 
La  derivee  de  arc  sin  x  est  donc 


Vi  — x^* 


154.  Remarque.  II  peut  sembler  extraordinaire  que  la  d6- 
rivöe  cherch6e  ait  un  signe  ind6termin6.  Mais  on  remarquera 
que  le  signe  du  denouiinateur  est  celui  de  cos  y;  or,  ä  un  mßme 
sinus  X  correspondent  des  arcs  en  nonibre  infini,  dont  les  uns 
ont  un  Cosinus  positif,  et  les  autres  un  cosiiuis  negatif ;  ce  sont 
CCS  divers  arcs  qui  ont  des  d^riv^es  difftirentes ;  chacun  d'eux, 
bien  cntendu,  ne  peut  on  avoir  qu'une  seule.  Lors  donc  que  Ton 
prcndra  la  derivee  de  l'arc  dont  le  sinus  est  a;,  on  devra  indi- 
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quer  Ic  quadrant,  dans  lequel  se  termine  Tarc  dont  il  s'agit;  et 
Ton  prcndra  le  signe  -|-,  si  l'arc  se  termine  dans  le  preinier  ou 
dans  ie  quatrieme  quadrant,  et  le  signe — ,  s'il  se  termine  dans 
le  second  ou  dans  ie  troisieme. 

15^.  Dj^RiVEE  DE  arc  cos  x.  Si  l'on  pose  : 

y  =  arc  cos  o;, 

on  en  d^duit :  a;=:cosy; 

et,  en  prenant  les  d6riv6es  des  deux  membres, 

l  =  — sin?/xy'; 
d'oü  l'on  döduit : 

1  —1 


[21]  y' 


La  derivee  arc  cos  x  est  donc 


smy     d=^i._ij;9 
—  1 


V 1  -  x' 


Dans  ce  cas,  le  denoniinaleur  est  la  valeur  de  sin  y,  c'est-ä- 
dire  du  sinus  de  l'arc  dont  on  cherche  la  deiiv6e.  On  devra  donc 
leprendre  avec  le  signe +,  si  l'arc  se  termine  dans  le  prcmier 
ou  dans  le  second  quadrant;  et  avec  le  signe  — ,  si  l'arc  se  ter- 
mine dans  le  troisieme  ou  dans  le  quatriäme. 

156.  Ou  peut  remarquer  que,  d'apres  ce  qui  pr6cede,  les 
deux  fonctions  arc  sin  x  et  arc  cos  x  ont  des  d^rivees  6gales,  ou 
6gales  et  de  signes  contraires;  on  s'explique  facilement  qu'il 
doit  en  etre  ainsi,  en  remarquant  que,  si  y  dösigne  un  arc  dont 

le  sinus  soit  x,-  —  y  cl  y  —  -  auront  x  pour  Cosinus.  On a  donc , 


-  —  arc  sm  x  =  arc  cos  x, 


et  arc  sm  a;  —  -  =  arc  cos  x. 

On  voit,  d'apres  cela,  que,  suivant  la  valeur  adopt^e  pour  l'arc 
dont  le  Cosinus  est  x,  sa  derivee  sera  6gale  k  celle  de  arc  sin  a?, 
ou  egale  et  de  signe  contraire.  • 
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157.  Derivee  de  arc  lang  x.  Posons: 
y  z=z  arc  langa;; 
onend^duit:  a;  =  tangy; 

et,  en  prenant  les  d6riv6es  des  deux  membres, 

cos'  y ' 
donc : 

1 
La  derivee  de  arc  tang  x  est  donc 


l-\-x'' 


On  voit  que  la  foiiction  arc  lang  x  n'a  qu'iine  seule  d^riv6e.  11 
cxiste  cependant  un  nombre  infini  d'arcs  qui  correspondent  ä 
une  tarigente  donn6e;  mais,  si  Ton  designc  Tun  d'eux  par  y, 
tous  les  autres  sont  compris  dans  la  formule 

mr  +  T/; 

chacun  d'eux  a,  par  conseqiient,  mßme  derivee  que  y. 

i58.  Tableau  DESDERiVEES.  Gomme  il  est  n6cessairede  con- 
naitre  les  formales  fondamentales  du  calcul  des  d6riv6es,  nous 
les  avons  toutes  reunies  dans  le  tableau  suivant : 
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1°  y=iax-\-  h,  y'=ö. 

2°  y  =  ^ {x)  ±<p{x),        y'=f'  (.r)  ±z 9'  (x) . 

3"  rj^f{x).v{x),  y'=r{^Mx)+m.<p'{x). 

f{x).^'{x)-^{x).f(x) 

■^  [  fix)  ] ' 

y'=zmx"'-'. 
y'=a*La. 

y'='-. 

^  X 

y'=  -  log  e. 

l/'==COSX. 

y':=  —  sin  X. 
12"y:=tang^,  y'  =  ~.^- 

13°  ?/=rcotang  a;,  y'= r— -. 

sina; 


40 

y= 

9W 

VW 

0° 

y= 

:a;"', 

G° 

y= 

e-, 

70 

y= 

■M', 

8° 

y= 

:Lx, 

9° 

y= 

=  !oga;, 

10° 

y= 

:sin  a;, 

11° 

y= 

-COS  a;, 

14"  ?/  =  sec  a;,  y': 


cüs'a; 

im              '                      ,          cosa; 
15°  y=:coseca;,  y'  = :-^r- . 

16°  y  =  arc  sina;,  y' =-==-. 

VI  -  a;2 

1 
17°  y  =  arc  cos  x,  ?/'  = 


1 


1 8°  y = aic  tang  x,  '^'=14.  x- ' 

i 
19°  y  =  arc  cota-,  y'=  — — -— ,. 

1 
20°  y  =  arcseca;,  y'=  — 

a-  ya;^  —  I 

21°  y=:arc  coseca:,  y  — -. 

^  ya;-  —  1 

22°  y=Iogsina;,  (y'=:cotang  a;. 

23°  y= log  cosa;,  y'  =  — tang  a;. 

24°y=logtang.T,  1/ -^i,,  ^.cosa;' 

25"  y  =  log  tang  Ix,       !/'=--• 


Dans  Ics  d^rivees  de  arc  sin  x  et  de  arc  cosec  x,  le  radical  a 
ie  signe  de  cos  y;  dans  Celles  de  arc  cos  x  et  de  arc  s6c  x,  il  a  le 
signe  du  sinus. 
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RiSUME. 

M)I).  Definilions. —  110.  Pöveloppement  d'une  fonction  entiere/(cc-f-/^): 
defiiiition  de  la  derivee  d'une  teile  fonction.  —  111.  Gelte  derivee  est 
la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction 
ä  raccroissement  de  la  variable,  quand  ce  dernier  tend  vers  z6ro.  — 
112.  Cette  propriete  est  prise  pour  la  döfinition  de  la  derivee  d'une 
fonction  quelconque  :  derivees  successives. —  113.  Derivees  de  a*. 
de  e".  —  114.  Derivees  de  log  x,  de  Lx.  —  IIS.  Derivöe  d'une 
somme.  —  116.  Definition  d'une  fonction  de  fonction  :  exemples.  — 
117.  Derivee  d'une  fonction  de  fonction.  — 118.  Exemples.  — 11 9.  Ex- 
tension ä  un  cas  plus  general.  — 120.  Derivee  d'un  produit. — 121.  De- 
rivee d'un  quotient.  —  122.  Derivee  d'une  puissance;  cas  d'une  racine 
carree.  —  123.  Derivee  de  u",  u  et  u  elant  deux  fonctions  de  x.  — 
124.  Application  des  rögles  precedentes.  —  12S.  Derivee  de  sin  a;. — 
126.  Derivee  de  cos  x.  —  127.  D6riv6e  de  tang  x. —  128.  Derivee  de 
cotang  X.  —  129.  Derivee  de  s6c  x.  —  130.  Derivee  de  cosec  x.  — 
131.  L'arc  x  est,  dans  ces  calculs,  mesure  par  son  rapport  au  rayon 
du  cercle.  —  132.  Definition  des  fonctions  inverses.  —  133.  Derivöe 
de  arc  sin  x.  — 134.  Remarque  sur  le  double  signe  de  cette  derivee. 
— 133.  Derivee  de  arc  cos  cc.  —  136.  Ces  deux  dernieres  derivees 
doivent  etre  egales,  ou  egales  et  de  signes  contraires.  —  137.  Derivee 
de  arc  tang  cc.  — ^  138.  Tableau  des  formules  qui  donnent  la  derivee  des 
fonctions  les  plus  simples. 


I.  Troiiver  la  derivee  de 


EXERCICES. 

1 


^  yj— 1 


On  trouve :  jy'  = 


II.  Trouver  la  derivee  de  y  —  f{a  +  ?).r2). 

öii  trouve  :  y'  =  2f'  (a  +  bx^)bx. 


III.  Trouver  la  derivee  de  y 


-'{t)' 


Oll  trouve  :  '^  ""  ""  i^ '  A  x  '  * 

Alg.  SP.  B. 
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IV.  Trouver  la  deriv6e  de 

On  trouve  :  «=-73/  [jH^.)  +  x'  [b  -  x]  -^l  \b-x) 

V.  Trouver  les  dörivees  de 

y=x(Lx—]),        s=e^{x  —  l). 

On  trouve:  y'=^,        z'  =  xe'. 

VI.  Trouver  les  derivees  de 

y  =  a;siiia;+cosa;,        z=-s'm  x—x  cosx. 
On  trouve  :  y'  =  ^  cosa:,        ü'  =  x sin  x. 

VII.  Trouver  la  derivee  de 

y=L{x  +  >JW^^). 

1 

On  trouve  :  y  =  ,— — =• 

VIII.  Trouver  la  deriv6e  de 


y=:arc  cos 


/acosx  +  b\ 
\b  cosx +aj' 


,_   y/g-'  —  b' 
On  trouve  :  y  -ö^T+^' 

IX.  Trouver  la  d6riv6e  de 

— '     /l  — cosa;\ 
'-'TS  '  Vl  +  cosa;;* 

,_     1 
On  trouve:  ^-sl^" 

X.  Trouver  les  derivees  de 

i/  =  Larcsina;,      ?  =  L  arc  cos  ic,      v  =  La.vcigX. 

On  trouve  : 

,_  1 -._  -^    ,      «'= J . 

^       v/r^IT^arcsinx'  Vl^-i'arGcos.c'  (l+^t^jarctg  o; 

XI.  Trouver  la  derivee  de 


yz^arc  sin  2a;  v'l  — ^'• 

2 
On  trouve  :  y'=   i^  —x^' 

Dire  pourquoi  cette  derivee  est  double  de  celle  de  arcsinx» 
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XII.  -Trouver  la  derivee  de 

,         a  +  x 
y  =:iarc  lang 


On  trouve :  y'= 


1  —  ax' 
1 


1  +  a;'* 
'Direpourquoi  cette  dörivee  est  la  meme  que  celle  de  aic  tanga?. 

XIII.  Trouver  la  derivee  de 

a-i-b  +  X  —  abx 
y^^rctang^-^^-^^-^; 

et  dire  pourquoi  eile  est  encore  la  meme  que  la  precedente. 

XIV.  En  posant :  L  (7^  )  =  ?  (a;)  , 
trouver  les  deriv6es  de 

/  a  +  x\  /  a  +  b  +  X  +  abx  \ 

^■"^  \\-\-ax)  '        '~'^\\.-\-ah-\-{a+b)x}' 

2  2 

On  trouve:  «/'•= 


1— x2'  l  —  x' 

Dire  pourquoi  ces  deux  fonctions  ont  la  meme  derivee. 

XV.  Trouver  la  d6rivee  de 

.    i/l  —  c-  sin  X 
y  ^=  arc  sin  *  — 


On  trouve  .  y'  = 


1  —  c  cos  X 


1  —  e  coso; 
XVI.  Trouver  la  derivee  de  rexpression 


_      1       r    gsina;     _        ^  {^Ja'  —  b''  sin-Aj 

y-^rrpLa  +  öcosiE^V«^^^*^     '^"°  V  i>  +  acos:r  J\ 


XVII.  Trouver  la  derivöe  de  l'expression 


1       r    asina;  2?>  /  a  —  b  ]     \-\ 


XVIII.  Trouver  la  derivee  de  l'expression 


l       r    asinx  ('  /-ö  +  acosaNH 

u  = =  circ  CüS  (  — -T 1     . 

*       d'—b'  \u--\-b  cos  X       ^a'  —b-  KP'  +  b  cos  xj  J 
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Dire  pourquoi  Ton  trouve,  pour  ces  trois  expressions  (XVI,  XVII,  XVIII),  la 
meme  derivöe, 

,  cos  X 

V  — . 

a  +  ^  cos  a; 

XIX.  Trouver  la  dörivee  de  l'expression 

1       r    asinx  b  /&  +  o  cos  x  -f  \/b'  —  a'  sin  x\  1 

a^ — b'[_a  +  5cosa;       y/j^j q2      \^  a-\-  bcosx  J  \' 

Gelte  fonctioa  a  la  meme  derivee  qua  les  tr)is  prec^dentes. 

XX.  Trouver  la  derivee  de  Texpression 


1     ,    V  1  +  x''  +  x\/2  1  .     X  V2 

y  =  — 7=  L ■ ;=  arc  sin  — - — -. 

4v/2  1--1-'  4v/2  1  +  ^ 

On  trouve  :  )y'  = . 

(1  — x')  v'l  +a;^ 


CHAPITRE  II. 

ETÜDE  DES  FONCTIOIVS  A  L'AIDE  DES  DERIVEES, 
RETOUR  DES  DERIVEES  AUX  FONCTIOIVS. 

§  I.  Proprieles  des  derivees. 

159.  Definition.  Ori  dit  qu'une  fonction  f  (x)  est  croissante, 
lorsqu'un  pelitaccroissement,  donn^ä  la  variable  x,  fait  prendre 
ä  la  fonction  une  valeur  plus  grando  :  en  d'autres  termes, 
lorsque  Ton  a,  pour  de  Ires-pelites  valeurs  de  h, 

f(x-\-li)-f{x)>0. 

Une  fonclion  est  dite  decroissa7ite,  lorsqu'un  petit  aceroisse- 
nient,  altribu6  ä  la  valeur  x,  fait  prendre  ä  la  fonction  une 
valeur  plus  pellte  :  en  d'autres  termes,  lorsque  Ton  a,  pour  de 
Ires-petites  valeurs  de  h, 

f{x-\-h)-f(x)<0. 

IAO.    CONDITION    POUR    QU'UNE   FONCTION    SOIT    CROISSANTE    OU 

DECROissANTE.  Puisquo  la  derivee  f  (x)  est  la  liinite  du  rappoit 

f(x-i-h) f  (x) 

,  pour/j.  =  0,  11  s'ensuit  que,  lorsque  h  est,  non 

petit,  on  a : 


h 
pas  nul,  mais  tres-petit,  on  a 


'.  6tant  une  quantitc  inconnue,  fonclion  de  x  et  de  h,  qui  est 
ires-petite,  en  meme  temps  que  h,  et  qui  tend  vers  zcrö  avec  U. 
On  tire  de  lä  : 

■       /(a;  +  A)-/-(.r)=./(.{/-'(rr)  +  e|. 

Or  si  f  (x)  n'est  pas  nul,  on  peut  prendre  h  assez  petit,  pour 
que  e  soit,  en  valeur  absolue,  plus  petit  que  f  (x),  Le  signe  de 
1  /'  (x)  +  e }  sera  alors  celul  de  f  {x) ;  et,  coinrae  h  est  positif,  le 
signe  de  f  (x)  sera  celui  du  premier  meuibre. 
Donc,  51  la  derivee  f '  (x)  est  positive,  la  fonclion  f  (x)  est  crois- 
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sanle;  et  si  la  derivee  est  negative,  la  fonction  est  decroissante.  Lc? 
r^ciproques  sont  6videmment  vraies. 

141,   CONDITION  COMMUNE   AU  MAXIMUM  ET  AU  MINIMUM  D'uNE- 

FONCTION.  Lorsque  la  variable  de  laquelle  dopend  une  fonction, 
change  d'une  inani^re  conlinue,  la  fonction  elle-mßme  varie 
d'une  maniere  continue ;  et  le  th6oreme  prec6dBnt  nous  permet 
de  trouver  les  valeurs  de  la  variable,  pour  lesquelles  la  fonction 
est  croissante  ou  decroissante. 

Si  la  fonction  consider^edevient  maximum  pour  une  certaine 
valeur  a  de  x,  eile  est  croissante  lorsque  x  est  plus  pelit  que  a, 
et  decroissante,  des  que  x  a  depass6  cette  limite.  La  derivee, 
positive  d'abord,  negative  ensuite,  doli  donc  changer  de  signe, 
en  passant  du  positif  au  negatif,  lorsque  x,  croissant  d'une  ma- 
niere continue,  vient  ä  atteindre  et  ä  depasser  a. 

On  verra  de  meme  que  si,  pour  x  =  a,\-A  fonction  consid^röe 
est  minimum,  la  deriv6e  doil  changer  de  signe,  en  passant  du 
negatif  au  positif,  lorsque  a?,  croissant  d'une  maniere  conlinue, 
alteindra  la  valeur  a. 

On  voit,  par  ce  qui  pr6cede,  que  les  valeurs  de  a;,qui  rendent 
une  fonction  maximum  ou  minimum,  sont  Celles  pour  lesquelles 
la  d6riv6e  de  cette  fonction  vient  ä  changer  de  signe.  Et,  comme 
une  fonction  continue  ne  peut  changer  de  signe  qu'en  passant 
par  la  valeur  zero,  intermediaire  entre  les  valeurs  positives  et 
negatives,  il  en  resulte  qu'une  fonction,  dont  la  derivee  est  con- 
tinue, ne  devient  maximum  ou  minimum  que  pour  les  valeurs 
de  X  qui  annulent  sa  d6riv6e. 

Mais  la  r6ciproque  n'est  pas  exacte.  Pour  qu'il  y  ait  maximum 
ou  minimum,  il  faul  non-seulement  que  la  derivee  s'annule;  il 
faut  encore  qu'elle  change  de  signe:  et  un  grand  nombre  de 
fonctions  peuvent  passer  par  z6ro  sans  changer  de  signe. 

Nous  conclurons  de  lä  que,  pour  trouver  les  maximums  et  mi- 
nimums  d^une  fonction  f  (x),  on  resout  l'equation  f  (x)  =0;  on  re- 
jetle  les  Solutions  pour  lesquelles  la  derivee  ne  change  pas  de  signe. 
Quant  ä  chacune  de  celles  qui  fönt  changer  de  signe  ä  la  derivee^ 
cllcs  correspondent  ä  un  maximum,  lorsque  la  derivee  passe  du  po- 
sitif au  negatif,  etäun  minimum,  dans  le  cas  contraire. 

On  peut  remarqiier,  en  outre,  que,  s'il  y  a  maximum,  la  d6- 
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rivöe  ötant  d'abord  positive,  puis  nulle,  et  enfin  negative,  va 
constamment  en  diminuant  :  sa  d6rivee,  c'est-ä-dire  la  d6riv6e 
seconde  f  {x),  doit  donc  6tre  negative.  Si,  au  contraire,  il  y  a 
minimum,  la  d6riv6e,  d'abord  n«3gative,  puis  nulle,  puis  posi- 
tive, va  en  croissant  :  donc  la  d6riv6e  seconde  f"{x)  doit  6(re 
positive.  Les  röciproques  sont  Evidentes. 

Donc,  poi/r  quune  valeur  x  =  a,  qui  annule  f'(x),  corresponde 
ä  un  maximum  ou  ä  un  minimum,  il  suffit  qu'elle  rende  f"(x)  ne- 
gative ou  positive. 

$  II.  filude  de  quelques  fonclions. 

142.  Etüde  de  la  fonction  x'',  quand  x  varie  de  0  a  oo  . 
Commengoiis  par  cbcrcher  la  valeur  de  celte  fonction  pour  x  =  0. 
Si  Ton  attribue  immediatement  cette  valeur  ä  la  variable,  la 
fonction  prend  la  forme  indöterminee  0°,  qui  n'a  aucun  sens; 
car,  d'une  part,  toutes  les  puissances  de  0  sont  nuUes;  et, 
d'autre  part,  loute  puissance,  dont  l'exposant  est  zero,  est  ögale 
ä  1.  Pour  connaitre  la  veritable  valeur  de  x",  c'est-ä-dire  la  va- 
leur  vers  laqüelle  converge  x",  lorsque  x  diminue  de  plus  en  plus, 
posons,: 

y  =  x'\ 

en  prenantles  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient : 

logy  =  a;loga;. 
Or,  puisque  x  doit  recevoir  une  valeur  tres-petite,  posons-le 

ögal  ä-,  z  6tant  Ir^s-grand ;  on  aura : 

z 

10g7/=-iOg-  =  —  -lOgiT. 

Or,  il  est  Evident  qu'un  nombre  trcs-grand  est  beaucoup  plus 
grand  que  son  logaritbmo;  (si,  par  cxemple,  les  logaritbmes 
'sont  pris  dans  le  Systeme  dont  la  base  est  10,  le  logarithme  d'un 
nombre  de  1000  chitTres  a  seulement  999  pour  partie  enti^re) : 

-  log  z  a  donc  pour  limite  0;  et,  par  suite,  log  y  diminue  ind6fi- 

z 

nimcnt :  d'oü  l'on  conclut  quo  y  tend  vers  l'unilö. 
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Pour  studier  les  variations  de  3f,  ä  partir  de  la  valcur  1,  pre- 
nons  la  d6riv6e  de  cette  fonction.  On  a  (125),  pour  expression 
de  cette  d6riv6e, 

Ic  logarithme  6tant  pris  dans  le  systäme  de  Neper. 

Si  X  est  tres-petit,  cette  d6riv6e  est  negative ;  x'  coinmence 
donc  par  d^croitre,  etdiminuera  tant  que  Ton  aura  : 

1  +  La?  <  0, 

c'esl"ä-dire  La;  <  —  1 , 

OU  X  <i-' 

e 

Poura;=-,  la  derivt5e  s'annule,  et  la  fonction  devient  mini- 

e 

mum;  x  croissant  ä  partir  de  la  valeur-,  la  d6riv6e  est  tou- 
jours  positive,  et  x'  croit  sans  limite. 

\jX 

145.  Etüde  de  la  Function  ?/  =  — ,  le  logarithme  6tant 

00 

PRIS  DANS  LE  SYSTEME  DE  Neper.  Pour  x  =  0,  Ott  a,  övidcin- 
ment,  y  =  —  oo  .  La  derivee  est : 


y  - 

Cette  derivee  est  positive,  tant  que  x  est  plus  petit  que  e;  la 
fonction  augmente  donc  sans  cesse,  lorsque  x  passe  de  la  va- 
leur 0  ä  la  valeur  e.  La  fonction  passe  alors  de  la  valeur  —  oo  ä 

la  valeur  -.  Cette  valeur  -  est  son  maximum ;  et,  la  d^rivöe  de- 
e  e 

venant  ensuite  negative,  la  fonction  diminue  ind^finiment ;  et 

Ton  voit  sans  peine  qu'elle  lend  vers  z6ro,  lorsque  x  augmente 

sans  limite. 

144.  Probleme.  On  donne  la  somme  x-j-y;  trouver  le  maxi- 
mum OU  le  minimum  de  x*"  +  y"** 

Uemarquons  d'abord  que,  la  somme  x-\-y  6tant  donn^c,  y 
est  une  fonction  de  x,  et  que,  par  consöquent,  x'" -^  y"*  est 
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aussi  fonction  de  x;  on  peut,  par  consöqiient,  lui  appliquer  le 
th^or^nie  demontrö  plus  haut  (141), 

Posons:  x-\-y  =  2a, 

X'"  -\-  ij""  =  «. 

II  faut  chercher  la  dörivec  de  u,  et  l'^galer  ä  0;  or,  on  a    vi- 
demtnent: 

U'  .:=L  mx'"-^  -j-  7)))/'"-'?/. 


D'ailleurs,  reqiialion 

a;  +  y  =  2a, 

donne : 

l+y'  =  0; 

donc :                        y' 

■  j 

et,  par  suite,              n' 

=  ?Ha'"'~'  —  7)iy"*-^ 

La  condition 

u'=0, 

revient  donc  ä 

a'"-'-/y-', 

et  exige,  par  conseqnent,  que  Ton  all  x=.y,  et,  par  suite, 
x  =  a. 

Ponr  savoir  s'il  y  a  maxiinum  ou  minimum,  il  faut  chercher 
(141)  si,  lorsque  x,  en  croissant,  passe  par  la  valeur  «,  la  d6- 
rivce,  en  changeant  de  signe,  devient  negative  ou  posiüve.  Or, 
en  supposanl  m  plus  grand  que  1,  pour  x  plus  petit  que  a, 
(TJi.r*""*  —  miy™-*)  est  ncgalif;  et,  poura?  plus  grand  que  a,  cette 
difförence  est  positive  :  donc  il  y  a  minhuum.  La  conclusion 
serait  oppos^e,  si  (m —  1)  ölail  ncgatif. 

143.  Probleme.  Chercher  les  valeurs  maxima  et  minima  de 
rexpression. 

\2  — 5X  +  G 


y^ 


x^  H-  X  -i-  1 


Cherchons  d'ahord  la  dörivee  y'  de  y;  on  a,  d'aprös  la  regle 
dünnee(121): 

,      {'■2x—b){x^-\-x-\-l)—{^.r-\-V(x-—bx-^6)_6x''—]0x--\] 
^-^  —  {x'  -t-  ^'  +  1 )'  ~   (-t-  +  i-  +  1  /'' 

Le  d^nominateur  de  y'  6lant  positif,  le  signe  de  cette  d6riv6e 
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sera  celui  de  (6 a?^— 10a; r- 11).  Or,  ce  trinome  est  nögatif, 
quand  x  est  compris  entre  les  racines  de  röiiuation 

[1]  6a?^— 10a;— 11  =--0, 

et  il  est  positif  dans  le  cas  contraire. 
Les  deux  racines  de  requation  [1]  sont: 


(   x'  =  —  0,75656  53357, 
cest-ä-tlire,  |   ^„  ^      2,42323  20024; 

les  valeurs  correspondanles  de  y  sont : 

I9±2v/9T 
y= 5 ' 

.  ^  (  1/,=     12,69292  80094, 

ccst-a-dirc,  j    ^^^_      0,02626  13428. 

Oll  voit  qiie  la  fonction  y,  qui  ne  dcvicnt  pas  infinie,  puisquc 
(a;'^-f  ^+ ^)"e  peiit  6lre  nul,  et  qui  est  par  conseqii  «i- 

nue,  est  croissante,  lorsque  x  varie  de  —  oo  ä  a;';  ci 
ensuite,  lorsque  x  varie  de  x'  ä  x",  pour  augmenter 
ment,  quand  x  augmente  ä  partir  de  la  valeura;".  Ell        ...u 
son  maximum  pour  a;=:a;',  et  son  mininunn  pour  x=^x'\ 

On  voit,  d'ailleurs,  que,  pour  des  valeurs  tres-grandes  de  x,  la 
fonction  dilTere  pcu  de  l'unite;  car,  en  remplacant,  pour  de 
telles  valeurs,  le  numt'rateur  et  le  denominateur  par  leurs  pre- 
miers  termes,  qui  sont  ögaux,  l'erreur  relative  commise  sur 
Tun  et  sur  l'autre,  et  par  suite,  sur  le  quolient,  est  6videmment 
tres-petitc. 

En  resumö,  la  marclie  de  la  fonction  est  indiquee  par  le  ta- 
bleau  suivant ; 
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• 

—  oo, 

^^=1, 

x  = 

=  x'  = 

—  0,75656..., 

y=  12,69292.. 

ma:^inuini 

x  = 

0, 

y  =  6, 

x  = 

.2, 

y  =  o, 

X  = 

2,42323..., 

y  =  —  0,02626 . 

,,  minimu 

X  = 

3, 

y  =  o, 

X  = 

00  , 

y=\. 
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146.  Gas  oü  la  fonction  devient  discontinue.  Les  fonclions 
consid^r^es  pr^cedemnient  sont  conlinues,  et  les  th^oremes  de- 
montr6s  (140,  141)  s'y  appliquent  sans  difficuU6.  Mais  il  n'en 
est  pas  toiijours  ainsi ;  et  il  fant  alors  avoir  soin  d'examincr  ä 
part  les  valeurs  de  la  variable,  pour  lesquelles  la  fonction 
change  brusquement  de  valeur.  La  consid6ration  de  la  d6riv6e 
ne  suffit  plus  alors  pour  Studier  les  variations  de  la  fonction. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction 


y  = 


x^~2x~[-7 
X'—  8a;  -|-  15' 


On  voit  immödiatement  que  cette  fonction  est  discontinue  pour 
les  valeurs  a?  =  3  et  07  =  5,  qui  annulent  le  dönominateur;  et, 
par  cons^quent,  on  ne  pourra  appliquer  les  theoremes  de  la 
lli^orie  des  d6rivees,  que  pour  des  valeurs  de  x  variant  entre 
des  limites  qui  ne  comprennent  pas  Tun  des  nombres  3  et  5, 
On  a,  en  prenant  la  d6riv6e  de  y  : 


y 


'  —  —6a;H- 16-^+26 
~     [x'  —  'ix-\'  ibf  ' 

Si  Ton  r6sout  l'^quation, 

—  &x^-\-  16a; +  26=0, 


on  trouve  : 


X  = 


V55 


et,  par  suite, 


a;'  =  —  1,13873  28290, 
a;"=  3,80539  94957; 
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les  valeurs  correspondanles  de  y  sont : 

y=— 7±v/55, 

^ii:=  0,41619  84871, 


(  ^,-0,4161 


""  '    -•  ^'-,41619  84871. 

Par  suite,  y'  est  ti6gatif,  tant  que  x  est  compris  entre  —  oo  et  x\ 
positif  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x'  et  x"  ■,  et  il  rode- 
vient  n^galif,  pour  x  plus  grand  que  x".  D'apres  cela,  on  devrait 
conclure  (140)  que  y  decroit,  lorsque  x  varie  dans  le  premier 
iiitcrvalle,  qu'il  augmente  dansle  second,  et  qu'il  dhninue  dans 
le  troisieme.  Mais,  pour  les  ralsons  indiquees  plus  haut,  ces  con- 
clusions  cessent  d'ßtre  exacles,  ä  cause  de  la  discontinuit6  de  y. 

y  diminue,  en  effet,  quand  x  varie  de  —  oo  ä  a;' :  car,  dans  cet 
intervalle,  la  fonction  est  continue,  et.la  deriv6e  est  negative. 

Lorsque  x  varie  de  rc'  ä  3,  i/  augmente ;  il  devienl  infini  pour 
a?  =  3 ;  puis  rl  passe  brusquement  ä  la  valeur  —  oo  ,  et  augmente 
de  nouveau  jusqu'ä  x  —  x\  valeur  pour  laqueile  y  est  maxi- 
mum.  A  partir  de  la  valeur  x'\  y  diminue  jusqu'ä  ce  que  Ton 
ait  x  =  b,  valeur  pour  laqueile  y  est  —  oo  ;  puis  cette  fonction 
passe  brusquement  ä  la  valeur  +  oo ,  et  diminue  ensuile  sans 
cesse,  h  niesure  que  x  devient  de  plus  en  plus  grand. 

Si  Ton  remarque,  comme  plus  haut,  que,  pour  des  valeurs 
Ires-grandes  de  x,  positives  ou  negatives,  y  diflere  peu  de  l'u- 
nile,  on  pourra  representer  les  conclusions  qui  precedent  parle 
tableau  suivant;  et  Ton  se  fera  facilement  une  idee  de  la  marche 
de  la  fonction,  qui,  dans  chaque  intervalle,  varie  loujours  dans 
le  mßme  sens. 

a;  —  —  00  ,  !/  =  1  j 

a;:^a'  =  — 1,13873...,      j/  =  0,41619. . .  minimum, 


x  = 

0, 

y  =  0,4666C 

x  = 

3, 

y  =  ±i  :c  , 

x  — 

x"= 

3,80539... 

y  =  -lk,k 

x  = 

5, 

^^  =  =F  °°  , 

x  = 

«>» 

y=i. 
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§  III.  Application  des  d^rivöes  ä  la  determinalion  des  valeurs  des 
fonctions  qui  se  presentent  sous  une  forme  indeterminee. 

147.  Gas  oü  une  Function  se  präsente  sous  la  forme  -. 
Seit  une  fonction  : 

et  supposons  que,  poiir  x  —  a,  on   ait,  ä  Ja  fois,  f{a)  =  0, 

F  (a)  =  0;  y  se  presente  sous  la  forme  -;  et  Ton  peut  se  propo- 

ser  de  döterminer  la  limite  vers  laquelle  tend  y,  lorsque  x  tcnd 
versa.  Gelte  limite  est  ce  qu'oii  appelle souvent,  improprement, 
la  iraie  vakur  de  y. 
Puisqiie  f{a)  =  0,  F  (a)  =  0,  on  a  identiquement : 

f(x)^f(x)-'fia)^       X  -n 
f{xj      F(a;)— F(a)      V{x)  —  V{a)' 


Or,  lorsque  x  tend  vers  a,  les  teriues  du  rapport,  dans  le  second 
membre,  tendent  respectivemenl,  et  par  d^linilion  ineme,  vers 
lesd^Tivees  f'(a)  et  F'(a).  Donc,  cu  preriantles  limites  desdeux 
membres,  on  a,  pour  x  =  a  : 

V     f{x)      f'{a)  ,.'     fix)       ,.     fix) 

hm  't^.  —  '=frH  ?     ou     hm  f^  =  hm  ~-{. 

Y{x)      F(rt)'  f{x)  Y  {x) 

Donc  si  f'{x)  et  f  {x)  ne  sont  ni  nulles  ni  infmies,  pour  x  =  a, 

la  vraie  vakur  de  y  est  la  vakur  du  qüotknt  des  derivees  de  ses 
dcLix  lermcs. 

/j;"'  (l"> 

148.  ExEMPLES.  1°  Vraie  valem' de ,   poura;=:a.  Le 

x^—  a       ' 

iixx^ — ^ 
quolient  des  derivees  est  — — ,  et  la  limite  est  ma"^-^. 

149.  Gas  oü  une  fonction  se  presente  sous  la  forme  ^. 

f  (t) 
Supposons  que,  pour  x  =  a,  la  tonchon  y  =^  ^-.~  se  presente 

r  {xj 
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sous  la  forme  ^ ,  c'est-ä-dire  que  Ton  ait  /"(a)  =  « ,  F  (a)  =  oo  . 
On  a  idenliquement  : 

¥{xy  F{x)'f{xy 

Ol-  pour  x  =  a,  ^^^-^  et  ttt-,  sont  nuls  :  donc  la  vraie  valeur  de 

F(a7)      f{x) 

celte  expression  sera  la  limile  du  quotient  des  derivees  (147). 
Or  ce  quotient  est : 

-F(x)^-f'(x)  (f(x)\\nx) 

¥{xf   '    fixY    '  \¥{x))-  'r{x)' 

Si  donc  la  limile  de  y  n'est  ni  nulle  ni  infinie,  et  qu'on  la  d6- 
signe  par  L,  on  aura,  pour  la  d^terminer: 

,.    fix)     ,.    (f{x)y  ..    f  {x) 

¥{x)  \¥{x)J  F'(a;)' 

ou  L  =  L^:lim^-^|,    d'oü    L  =  lim(l^, 

comme  dans  le  premier  cas  (147). 

Si  la  limite  de  y  est  0,  le  raisonneraent  pr6cedent  ne  s'ap- 
plique  plus.  Mais  alors  on  remarque  que,  k  designant  une  con- 
stante,  l'expression 

F  (a?)    '     '  F  (x) 

devienl  aussi  ^  poiu^  x  =  a,  et  que  sa  vraie  valeur  est  k,  puisque, 

f  (x) 
par  hypolhese,  '^tt^  a  pour  limite  0.  On  peut  donc  appliquer  la 

r^gle  precödente;  et  l'on  a  : 

j._f'(a)  +  hF'{a)_r(a) 
"-     '   YJä)        -F>)  +  '^' 

donc         ^=0,     ou    lim{:^  =  0  =  limfJ^. 
F  (a)         '  F'  (x)  F  {x) 

La  limile  de  y  est  encore  la  limite  du  rapport  des  derivees. 
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II  en  serait  encore  de  memo,  bi  h\  limite  de  y  6taitinfinie.  Gar 

si  —^  ==  00  ,  il  en  r^sulte  que  t-H  =  0 ;  par  suite,  en  vertu  de 

F  (a)  f  (a) 

ce  qui  precede,  jt-j-.  =  0,  et,  par  consequenl,  '^Ar^^  =  <»  . 

130.  Gas  ot  une  Function  se  presente  sous  la  forme  0  X  <»  • 
Si  Ton  a  im  produit  y  =  f{x)'x^{x),  et  que,  pour  x  =  a,  on 
trouve  /'(a)  =  0,  P(a)  =  oo,  on  6crit: 


f  (x)  F  (x) 

'-j-^,        ou        y=-Y-^: 

FR  TW) 


et  Ton  applique  les  regles  pröcedenles;  car,  sous  la  premiöre 
forme,  y  devicnt  -,et  il  devienl  ^  sous  la  seconde. 

131.  Gas  ot  UNE  fonction  se  presente  sous  la  forme  0". 
Seit  la  fonction 

y  =  F{x)ri'>, 

et  supposons  que  F  (a)  =  0,  et  f{a)  =  0.  Si  Ton  prend  les  loga- 
rithmes  des  deux  membres,  ona  : 

\ogy  =  f(x)X\ogF  (x). 

Si  Ton  peut  trouver  la  limite  du  produit  /"(o;)  x  logF  (a;)  par  la 
r^gle  (130),  on  aura  celle  de  log  y,  et  par  suite  celle  de  y. 

132.  Gas  ot  a  =  oo  .  La  demonstration  des  rögles  prec6dent06 
suppose  que  a  a  une  valeur  fmie.  Mais  on  peut  prouver  directe- 
ment  que  les  regles  subsistent,  lorsque  la  forme  indeterminöe 

rßsulte  de  l'hypothese  a;  =  oo  .  Soit,  par  exemple,  y  —  '-^  une 
tonction  qui,  pour  a;  =  » ,  prend  la  forme    -.     Posons  a?  =  -  ; 


nous  aurons : 


y= 


^3 
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Or,  pour  a:;=  00 ,  on  a  z  =  0.  On  peut  donc  appliquer  la  regle 
(147),  etl'ona: 


limt/  =  lim  ■ — -7 — - —  =  liin  — -f-  =  liiii ' ,     ;. 


Ce  qu'il  fallait  demontrer.  Seiilement  il  faudra  s'assiirer,  avant 

d'appliquer  les  rädes,  que  ~-4  et  LA-t  tendent  bien  vers  unc 
' '     '  °     '  ^     F  {x)      ¥  (x) 

limite  delennin6e,  quand  x  lend  vers  oo .  Par  exemple,  l'ex- 

pression 

CO"^  X 

X  4-  cos  X  X 


X  —  sm  X  sin  X 


tend  ^videmment  vers  1,  quand  x  lend  vers  oo  :  tandis  que  le 

1  —  "^in  J7  ' 
rapport  des  d^riv^es ^ a  une  limile  completement  ind6- 

' '  1  —  eus  X  '■ 

tcrminee. 

li5o.  Remarque.  II  peilt  arriver  qu'en  appliquant  les  reglcs 
preciMenles,  on  rencontre  des  derivöes  qui  pr^sentent  toujoiirs 
la  menie  ind6termination  que  la  fonction  dont  on  cherche  la 
vraie  valeur.  Dans  cc  cas  on  est  oblige  de  recourir  ä  des  arti- 
fices  particuliers  (voy.  la  1"  partie,  n°'  240  et  suiv.).  Ce  qu'il  y 
a,  le  plus  souvent,  de  mleux  ä  faire,  dans  ce  cas,  c'esl  de  rem- 
placer  x  par  a-{-h,  d'effectuer  les  r^duclions,  et  de  poser  en- 
siiile  h  =  0. 

Seil,  par  exemple,  y  =  -*'        -;  eile  devienl  -   |)our  x  =  a, 

y/  X- — a^  0 

et  les  döiivees  de  ses  deux  lermes  deviennenl.  toutes  infinies. 
En  posanl  x  =  a-{-h,  on  a : 

,    ■ ■•  ,      Oll     — f,      OU     j-, 

y/  2  all  +  W  J0  (2  a  -f  //)"'i'  (2  a  +  /i)* 

et  soiis  cette  forme,  on  voit  que  la  limile  est  z^ro,  quand  h  lend 
vers  zero. 
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§  IV.  Retour  de  la  derivee  ä  la  fonction  primitive. 

134.  Theoreme.  Deux  fonctions,  qui  ont  des  derivees  egales,  ne 
peuvcnt  differer  que  par  une  constante.  Si  deux  fonctions  ont  des 
dt^rivees  egales,  leur  difference  a  övidemnneiit  pour  deriv6e  0. 
II  sufOl  donc,  pour  prouver  le  th^oröme  6nonce,  de  faire  voir 
qu'une  fonction,  dont  la  derivee  est  nulle,  est  necessairemnt  con- 
stante. 

Soit  f{x,  une  fonction  dontla  derivee  soit  nulle.  Gonsiderons 
les  fiactions  siiivanles : 


=  £i> 


Y{x  +  h)  —  ¥{x) 

h 
,  F  (x-\-2h)  —  ¥{x-\-  h)  _ 
^  Ti  ""'^' 

[1]  {F(x-\-3h).—  ¥(x-\-2h)  _ 

Ti  -"' 

Y{x  +  nh)  —  Y[x^(n—  l)h] 
h 


£„. 


Supposons  que,  h  tendant  vers  z6ro,  n  augtnente  de  teile  ma- 
niere,  que  le  produit  nh  conserve  une  valeur  constante  k.  Lcs 
seconds  membres  ei;  e2,...£„  tendront  tous  vers  zero;  car,  par 
hypothese,  le  rapporl  de  Taccroissenient  de  la  fonction  ä  l'ac- 
croissenienl  infiniment  petit  de  la  variable  a  toujours  zero  pour 
limite.En  chassant  les  d6nominateurs  des  6quations  [l],etajou- 
tant  ensuite  ces  eqnalions,  11  vient : 

Y{x  4-  nh)  —  Y{x)  =  F{x  -f  k)  —  F{x)  =  /h^=,  +  £2  +  .  ••£„), 

et,  en  nonimant  r\  le  plus  grand  des  nombres  ei,  £i,...£„,  en  va- 
leur absolue, 

¥{x 4-  k)  —  F{x) <CnrA<rJi. 

Or,  les  quantitt^s  £1,  ej,...£„  tendant  toutes  vers  z^ro,  la  plus 
grande  d'entre  elles  r,  peut  devcnir  aussi  petite  que  Ton  veut;  et, 
par  suile,  la  difference  fixe,  F{x-{-k)  —  Fyx),  ne  peut  differer  de 
z6ro.  Deux  valeurs  quelconques  de  F{x)  sont  donc  Egales  en(re 
elles;  et  la  fonction  est  constante. 

Alg.  SP.  B  9 


130  LIVRE  II. 

133.  ReVENIRDE  LA  DERIVEEA  LA  FUNCTION  PRIMITIVE,  DANS  LFS 

CAS  LES  PLUS  SIMPLES.  L\  reclierclie  d'une  fonclion,  donl  la  d6ri- 
vee  est  donn6c,  est  Tun  des  problemesles  plus  difßciles  quo  pre- 
seiite  l'analyse;  et  Ton  est  loin  de  savoir  le  r^soudre  en  gen^ral. 
Le  th^oröme  qui  pr^cede  prouve,  au  moins,  qu'une  fois  une  pa- 
reille  fonction  trouv^e,  toutes  Celles  qui  ont,  conime  eile,  la 
d^rivee  proposee,  s'obtiendront  en  lui  ajoulant  une  constante, 
de  valeur  arbilraire. 

Nous  nous  bornerons  ici  ä  traiter  le  probl^me,  dans  les  cas 
les  plus  simples,  oii  la  Solution  s'apergoit,  en  quelque  sorte,  im- 
medialement : 

1"  Quelle  est  la  fonction  dontlad6iivee  est  Aa;*"? 


m-{- 1 


*^in  'P}oc 
2°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  d^rivee  est  cos  7nx! 


3°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  derivee  est  sin  mx2     — 


m 
cos  mx 


4°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  d6riv6e  est  a"} 
[,     Quelle  est  la  fonction  dont  la  derivee  est  lang  rc? 

r,                      .               sina;          cos'r^; 
On  a  :  tanffa;  = = r 

cosa;  cosic 

et  Ton  voit  que  la  fonction  demandee  est  — log  cosrc. 

2 'x^ 

6°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dörivee  estr; '—'I 

1  —  X 

On  a,  en  effectuant  la  division  : 

2~a; 


m 
a"  loff  6 


loüa  • 


x~i-xi-l 


I  —  X  '  '         '    [  —  X 


La  fonction  demandee  est,  par  cons6quent, 
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7»  Quelle  est  la  foiiclion  doiit  la  d6riv6e  est  —. ? 

sin  X 

On  a  : =  T-^— i —  =  2cosHa;  =  . — ^-• 

sin  a;     2sinia;cüs|a;      :: r—      tani?  kx 

^         ^         laiig^a;  °  * 

La  fonction  demand^e  est,  par  consequenl,  L  lang  ^  x. 
8°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  d6riv6e  est  tt—i? 

0/        — 1~   iC 


Ona : 


1 

1  1      a 


a-  +  a;^      a      .  x'^' 

1  -] — ^ 
a- 


1  X 

la  fonction  demandee  est  donc-arc  tang"  . 

a  ^  a 

Lx 
9»  Quelle  est  la  fonction  qui  a  pour  d6rivee  — ? 

„  La;      1    , 

On  a  :  —  =  -.  Lx; 

X  X 

done  la  fonction  est  -  {Lxy. 

10°  Quelle  est  la  fonction  qui  a  pour  d6riv6e  ~j-  ? 


On  a : 


1    _   X 
xLx     La;' 


et,  par  consequent,  la  fonction  demandee  est  LLa;. 

Nous  nous  bornerons  ä  ces  exemples,  ne  pouvant  indiquerici 
aucune  des  methodes  que  l'on  emploie,  pour  rösoudre  le  pro- 
bl(^me,  dans  des  cas  im  peu  moins  faciles. 

i39.  Definition  des  fonctions  croissantesoudecroissantes. —  140.  Condi-» 
lion  ^ou^  qu'une  fonction  soitcroissanteou  decroissante.--  14l.Condi-" 
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tion  commune  au  maximum  ou  au  minimum  d'une  fonclion.— 142.  fitude 

Lx 
de  la  fonction  x'^.  — 145.  £lude  de  — . —  144.  Maximum  ou  minimum 

X 

de  cc'"  +  i/"',  quand  x-\-ij=.a.  —  1415.  Maximum  el  minimum  d'une 
fraction  du  second  dcgre.  —  146.  Examen  d'une  fonclion  disconlinuo. 
—  147.  Reclierche  de  la  vraie  valeur  d'une  fonction  qui  se  presenle 

?ous  la  forme  -.  —  148.  Exemple. —  149.   Gas  oü  la  fonclion  de- 

co 

vienl  — .  —  ISO.  Gas  oü  la  fonction  devient  Ü  X  <»■  —  läl.  Gas  ou 

00 

eile  devient  0°. —  132.  Gas  oü  o  =  oo, —  1S3.  Remarque. —  134.  Deux 
fonctions,  qui  ont  meme  derivee,  ne  difTerent  que  par  une  constante.  — 
loa.  Retour  de  la  derivee  ä  la  fonclion  primitive,  dans  les  cas  las  plus 
simples. 

EXEUCICES, 


I.  Trouver  les  bases  des  systemes ,  dans  lesquels  un  nombre  peut  etre  egal  ä 
son  logarithme,  en  employant  Tun  des  proc6d6s  suivants  : 

1°  On  etudiera  la  fonction  x  —  logx;  et  l'on  cherchera  la  condition,  pour 
qu'elle  puisse  devenir  nulle. 

2°  On  etudiera  la  fonction  ■ ;  et  l'on  cherchera  la  condition,  pour  qu'elle 

log  X 

puisse  devenir  egale  ä  l'unite. 

3°  On  6tudiera   la  fonction   o*  —  x;  et   l'on  cherchera  la  condition,  pour 
qu'elle  puisse  devenir  6gale  ä  zero. 

4°  On  etudiera  la  fonction  — ;  et  l'on  cherchera  la  condition,  pour  qu'elle 
puisse  devenir  ögale  ä  l'unite.  "     . 

On  devra,   bien  entendu,  trouver,  des  quitre  manieres,  le  meme  resultat, 
qui  est 

2 
a<e'. 

II.  Examiner  si  l'equation 

deut  admettre  d'autre  Solution  que  x  =  m. 

On  met  facilement  cette  equation  suus  la  forme  : 

log.r lui;  m 

X  m    ' 

On  n'pondra  donc  ä  la  question,  en  etudiant  la  ftnction    — ^-,  et  cn  eher- 
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cliant  si  cette  fonction  peut  prendre  deux  fois  la  meme  valeur  pour  des  valeurs 
diflcrentes  m  et  x  da  la  variable. 

III.  Un  point  lumineux.,  place  sur  une  droite  verticale,  eclaire  une  portion 
tres-petile  d'un  plan  horizontal,  siluee  ä  une  distance  d  de  la  droite  verlicale  : 
Studier  les  variations  de  la  quantite  de  lumiere  re^ue,  lorsque  ia  h.iuteur  x  du 
point  lumineux  varie. 

d 
Le  maximum  a  lieu,  lorsque  a;  =  ~7^, 

IV.  Un  tronc  de  pyramide  reguliere,  ä  bases  octogonales,  est  circonscrit  ä  une 
sphere,  de  rayon  donne  r.  Etudier  la  Variation  du  volume,  lorsque  varie  l'incli- 
naison  des  faces  latörales  sur  les  bases. 

Le  minimura  a  lieu,  lorsque  le  tronc  devient  un  prisme. 

V.  Une  ligne  droite,  de  longueur  donn6e  2a  est  courbee  en  arc  de  cercle,  de 
rayon  variable  :  etudier  la  Variation  de  l'aire  du  segment  compris  entre  Taic  et 
sa  corde. 

Le  maximum  a  lieu,  lorsque  l'arc  forme  une  demi-circonference. 

VI.  Trouver  la  vraie  valeur  de  (1  —  a;)  lang  -—  pour  x  =  \. 
On  trouve  ~ . 

TT 

VII.  trouver  la  vraie  valeur  de  x"e~'  pour  x  =  x. 

On  trouve  zero. 

I 

VIII.  Trouver  la  vraie  valeur  de  x*  pour  x^=so. 

On  trouve  l'unite. 

IX.  Trouver  la  vraie  valeur  de  xe'  pour  x  =  0. 

On  trouve  l'infini. 

X.  Si  Ton  designe  par  U«  la  fonction  qui  a  pour  derivee 


\l—x^ 
m\J„—  - .x"-'  \J\-x'  +  (m  —  1) U„^,. 


Comme  on  a,  d'ailleurs,  6videmment : 


Uo=:  arcsinx,     U|=: —  yl — x^ , 

on  peut  conciure  de  cette  formule  un  moycn  gdnerai  de  former  U« ,  quelle  que 
seit  la  valeur  paire  ou  impaire  de  m. 


GHAPITRE  III. 


SCRIES  QUI  SEUVEIVT  AU  CALCUL  DES  LOGARITDMES 
ET  DU  KOMRRE  n. 


/  g  I.  Sdries  qui  servent  au  calcul  des  logarilhmes.  , 

136.  Developpement  en  serie  de  —  L  (1  —  u).  Soit  x  nne  va- 
riabie,  que  nous  ferons varier  depuis x  =  0  jusqu'ä a;  =  w,  u dösi- 
gnant  une  constaiite  positive  et  moindre  que  1.  Posons  : 

[1]  f{x)  =  -L{\-x), 

le  signc  L  dösignant,  comme  dans  le  chapitre  pr6c6dent,  un  lo- 

garithmc  ii^p6rien  :  la  d6riv6e  de  f(x)  est ;  et  Ton  a  6\i- 

demment ; 

ainsi  que  Ton  s'en  assure,  soit  en  faisantla  division,  soit  en  som- 
mant  la  prcmi^re  partie  du  second  membre,  ä  Taide  de  la  iheo- 
rie  des  progressions. 
Posons  aussi : 

[3]  ,.(,)„-..„+  I  +  L+....  +  1; 

la  d6riv6e  de  (p  (x),  dösign^e,  suivant  l'habitude,  par  cp'  (a;),  sera 
pr6cis6ment  laprerniere  partie  de  f(x);  et  Ton  aura  ; 

[4]  <f'{x)  =  \-{-x-\-x^-\-....+x--^K 

En  retranebant  l'^quation  [4]  de  l'öquation  [2],  11  vient : 

f'{x)-^'{x)=j^^.- 
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Le  second  niembre  de  celle  öquation  est  positif  et  moindre 


qua- ,tant  qua  x  n'est pas  6gal  hu;  on  a  donc  : 


Ccs  incgalit(5smontrent  (140)^  queles  fonctions/'(a;) — 9(0;)  et 

[(■r)  —  <i'{x)—      ,   ,v/,_   y  sont,  Ja  premiere  croissante,  la 

deuxieme  d^croissantc,  quand  x  croit  de  0  ä  u.  En  effet,  les 
deux  fonctions  sont  conlinues;  etla  premiere  aiinederiveecon- 
stamment  positive,  tandis  que  la  seconde  a  une  d^rivee  constam- 
ment  negative. 

D'ailleurs,  les  deux  fonctions  dont  il  s'agit  sont  nulles  pour 
a;  =  0 ;  donc,  pour  x=  u,  la  premiere  est  positive,  et  la  seconde 
est  negative. 

On  a,  par  consequent  : 

/•(w)-»(«0>o, 

/'(«)-T(")-(„_^,j(,_^<0; 

fCu)  est  donc  compris  entrc  (a(ti)  et  9  (u)  +7 — — — r ?;  et  il 

^  '  ^  ^         ^  {n  -j- 1)  {[  —u) 

est,  par  suite,  egal  ä  <p(w),  augment6  d'unequantite  moindre  que 
-.  Gelte  quantite  peut,  övidemment  se  repr^sen- 


ir 


1er  par  6      ,   .  w. .')  c»  designant  par  6  un  nombre  positif 


ter  par  6; — ; — 

inf^rieur  ä  Tunitö.  On  a  donc  enfin  : 

/ (U)  =: '^  (!,)  4- 6  . , 

c'est-ä-dire, 

-L(l-n)  =  w+--4--....  +  -  +  0. 


w  6lant,  coniine  on  l'a  suppos6,  inf^rieur  ä  l'unit^,  on  voit  que 
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* 

-, —— r  tend  vers  z6ro,  ä  mesure  que  n  auemente;  et  Ton 

(U-|-l)(l  U)  -1  D  7 

a,  par  cons6quent  : 

La  demonstration  nieme  prouve  que  la  s6rie,  qui  forme  le 
socond  mr mhre,  est  convergente,  lorsque  u  est  plus  petit  que 
l'unitö.  On  pourrait  aussi  le  deduire  des  regles  d6montr6es 
(Liv.  I,  chap.  I). 

137.  Developpement  de  L  (1  +m).  Soit  x  uiie  variable,  que 
nous  ferons  varier  entre  les  limiles  0  et  m,  u  designant  une  con- 
staiite  positive  moindre  que  1.  Posons  : 

laderiv6e  de/fa?)  est:—; — ;  et  Ton  a  evidemment : 
^  '      1  -\-x 

/''(a:;)=:l  —  a;  4-a;^  — a;'....±a;"-*— 


[2]       {  ^^\ 

f'{x)—\  — a;  +  a;*  — icl...±a:;"-'^a)"±' 


1  +  X 
Posons  aussi  : 
[3]  „(.)=._|  +  |....±^, 

et  d^signons,  suivant  la  notation  habituelle,  par  <p'  {x)  la  dörivee 
de  <j»(aj);  nous  aurons  : 

[4]  cp'(a;)— 1— ic-f-a;^— rE»+....±a;"-^ 

En  retranchant  i'^quation  [4]  de  chacune  des  6qualions  [2],  on 
obtient : 

a;" 


r(rr)-cp'(x)  =  =p 
f'{x)  —  (p'(a;)d=a;"=± 


1  '\-X 


Les  seconds  membres  de  ces  6quations  sont  de  signes  con- 
traires;    par  consd'queut,  les   dcux  fonctions  f{x)  — ^{x)  et 
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,n  +  l 


f{x)  —  cp(ä)  ±  ■  "       ,  ayanl  leurs  d6riv6es  de  signescontraires, 

sont  l'une  croissante,   Taiitre  dccroissante,  quand  x  crolt   de 
0  ä  w;  et,  comme  ellcs  sonl  nullcs  pour  x^=0,  elles  sont,  poiir 
x=u,  de  signes  contraires;  et/  {u)  est,  par cons6qiieiit,  coinpris 
,    entre 

On  a  donc,  en   designant  par  6  un  nonibre  positif  niüiridre 
que  1  : 

et,  parsuite,  comme — — --tend  vers  zero,  lorsquen  augmenfe, 
j  X  >  n-\-\  o  ' 

[^]  L(l+w)=--w-'-2+ -3— -  +  .... 

Nous  remarquerons,  comme  ä  ]a  fin  de  l'article  pr^cedent, 
que  la  demonstratio!!  meme  de  ]a  formule  [b]  proiive  que  la 
s6rie,  qui  forme  le  second  membre,  est  convergente,  lorsque  u 
est  moindre  que  1. 

La  d^monstration  pourrail  meme  se  faire,  sans  modifications, 
si  Ton  avait  m=1;  et  la  serie  pröcedenic  peut  donner,  par  con- 
sequent,  le  logarilhme  neperien  de  2, 

^--"^       2  +  3       4+5       •••• 

138.  Formule  pour  le  calcul  des  logarithmes  ni^p^iriens. 
Reprenons  les  dcux  formales  : 

n'      «=*      H* 
L(l+w)  =  w  — -  +  -  —  -+...., 
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il  vient,  en  ajoutant,  et  en  observant  que 

L(i+«)-L(l-w)  =  L(li^),     . 

•— — -  etant  plus  grand  que  1,  posons  : 
LY>quation  [I]  devient,  en  observant  que 

yN  +  Zi 


N 


:L(N-f-//)~LN, 


Celle  formule,  oü  N  et  h  designent  deux  noinbres  posilit's  quel- 
conques,  permel  de  calculer  L(N-|-/i),  quand  on  connait  LN. 

1Ö9.  Limite  de  l'erreur  commise,  en  s'arretant  a  un  certain 
TERME.  Si  l'on  n^glige,  dans  le  secoud  mcmbre  de  l'L'quation  [c], 

tous  les  termes  qui  suivent  S^-^r^jjypq:^^,,  l'erreur  corn- 

mise  e  sera  evidemment  nioindre  que 

c'est-ä-dire  inoindrc  que 


(,i+3)(.2N+;.)-[.-(,-j4^J|' 

on  aura  donc  : 


[d]  S< 


(2t  -f-  3)(2i\  -h  /i)-^'+=  2N(N  4-/0* 
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En  particulier,  si  l'on  n^glige,  dans  la  s6rie,  toiis  les  termes 
qui  suivent  le  premier,  et  que  l'on  6crive  simplement : 

9/) 


2i\  +  /i' 

l'erreur  commise  sera  moindre  que 

6N;N-f/i)(^N-4-/t)' 
et,  h  plus  forte  raison,  moindre  que 


nQ' 


160.  Calcul  de  LlO.  Le  module  du  Systeme  viilgaire  est  rin- 
verse  du  logarithme  nöpt'rien  de  10.  II  est  important  de  con- 
naltre  ce  nombre.  Pour  le  calculer,  on  cherche  d'abord  LIO. 
Or  on  a : 

L10=L24-L5. 

En  falsant  N=] ,  h=l,  dans  la  lorinule  (c),  on  a  : 

Puis,  en  faisant  N  =  4,  h  =  l,  dans  lamßme  formule,  et  remar- 
quant  que  L4  =  2L2,  on  a  : 

Par  cons^quent, 

+  2('i+J_  +  J_+_L  +      \ 


V 
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OLi,  en  faisant  passer  les  coefficients  de  chaque  s^rie  aux  nu- 
m6raleurs,  et  simplifiant : 

/2_   ,       2       ,       2       ,       2 


T"  \  q2  I    o  Qu  "i~  r  Qiö  ~r 


\3«   '    3.3'^  ^    5.3'"  ^7.3' 


2     2     2     2 
On  calcule  d'abord  les  nombres— g,  -^,  ^e'  Ts'  ••••  ^^nt  chacun 

est  le  noLivi^me  du  pr6c6dent.  On  a  ainsi  : 

-2  =  0,22222  22222  22222  22222  22 


-^=0,02469   13580  24691   35802  47 
o 


2 

-^  =  0,00274  34842  24965  70644  72 


2 

—  =0,00030  48315  80551  74516  08 

o 


2 

^=0,00003  38701  75616  86057  34 


2 
2^=0,00000  37633  52846  31784  15 


2 
—^  =  0,00000  04181  50316  25753  79 


—g=  0,00000  00464  61146  25083  75 


^,  =  0,00000  00051  62349  58342  64 


THEüIUE  DES  D£RIVEeS.  141 

-^^=0,00000  00005  73594  3981G  85 

^,  =  0,00000  00000  63732  71090  65 


;J,  =  0,00000  00000  07081  41232  29 


=4=0,00000  00000  00786  82359  14 
326 


^8=0,00000  00000  00087  42485  35 


^0=0,00000  00000  00009  71387  15 


^,=t  0,00000  00000  00001  07931  91 


A  =  0,00000  00000  00000  11992  43 


-^g=  0,00000  00000  00000  01332  49 
o' 


4  =  0,00000  ÜOOOÖ  00000  00148  05 


-^0=0,00000  00000  00000  00016  45 


4=0,00000  00000  00000  00001  83 
3** 


4  =  0,00000  00000  00000  00000  20 
Oll  lorine  eiisuile  les  lermes  de  la  prcmierc  scrie,  en  divis.int 
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respcctivement  les  nombres  ainsi  ohtenus  par  3,  5,  7. .  ,  Oii  a 

ainsi : 

2, 

0,07407  40740  74074  07407  41 
0,00493  82716  04938  27160  49 
0,00039  19263  17852  24377  82 
0,00003  38701  75616  86057  34 
0.00000  30791  06874  26005  21 
0,00000  02894  88680  48598  78 
0,00000  00278  76687  75050  25 
0,00000  00027  33008  60299  04 
0,00000  00002  71702  60965  40 
0,00000  00000  27314  01895  99 
0,00000  00000  02770  98743  07 
0,00000  00000  00283  25649  29 
0,00000  00000  00029  14161  45 
0,00000  00000  00003  01464  98 
0,00000  00000  00000  31335  07 
0,00000  GOOOO  00000  03270  66 
0,00000  00000  00000  00342  64 
0,00000  00000  00500  00036  Ol 
0,00000  00000  00000  00003  79 
0,00000  00000  00000  00000  40 
0,00000  00000  00000  00000  04 
2,07944  15416  79835  92825  13  =  3L2. 

Oll  forme  de  meme  les  termes  de  la  seconde  serie;  et  Ton  a : 

0,22222  22222  22222  22222  22 
0,00091  44947  41655  23548  24 
0,00000  67740  35123  37211  47. 
0,00000  00597  35759  46536  26 
0,00000  00005  73594  39815  85 
0,00000  00000  05793  88280  97 
0,00000  00000  00060  52489  16 
0,00000  00000  00000  64759  14 
0,00000  00000  00000  00705  44 
0,00000  00000  00000  00007  79 
0,OQCOO  00000  00000  00000  09 
0,22314  35513  14209  75576  63 
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Puis  011  ajoute  les  deuxicsultats;  ce  qui  donne  : 

L 10  =  2,30258  50929  94045  68402. 

On  en  conclut,  par  division,  que  le  module  des  logarillimes 
vulgaires  est : 

-\-=\ose=—-^ — =0,43429  44819  03251   82765. 
Li  1 U  2.302  .  . . 

IGl.  Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  Pour  obtenir  les 
logarithmes  vulgaires,  c'est-ä-dire  les  logarithmes  dans  le  Sys- 
teme dont  la  base.est  10, 11  faut  multiplier  les  logarithmes  n6p6- 

riens  par  le  facteur  j— -r,  dontnous  venons  de  trouver  la  valeur. 

Ij  10 

On  pourra  aussi  calculer  immediatement  les  logarithmes,  en 
remarquant  que,  si  l'on  designe  ce  module  par  M,  et  qu'on 
1  emploie  la  nolation  log.  pour  indiquer  ces  logarithmes  vulgaires, 
laformule  [c]  devient : 

log(N+/.)-IogN=2M(^^+L^j^.+...|. 
Si  Ton  suppose  h=l,  celte  formale  devient : 

C'est  la  formale  employ^e  par  les  calculateurs,  qui  ont  conslruil 
les  tables  dont  on  fait  usage.  On  calcule  seulement  les  loga- 
rithmes des  nombres  prcmiers ;  les  aatres  s'obtiennent  par  des 
additions.  Les  premiers  calculs  sont  laborieux  :  mais,  lorsqu'on 
arrive  ä  101,  deux  termes  de  la  s6rie  suflisent  pour  obtenir  son 
logarithme  avec  huit  d^cimales;  ei  lorsqu'on  d6passe  1000,  le 
premier  terme  suflit. 

l 

'  §  II.  Series  qui  servent  au  calcul  du  nombre  n. 

1G2.  Developpement  de  arc  tang  u.  Soit  x  une  variable,  que 
nous  supposons  comprise  entre  0  et  une  limite  constante  u,  in- 
f^rieure  ou  ^gale  ä  l'unit^. 
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Posons  : 

•  f'{x)  =  ai'C  tanga;; 

cet  arc  6tant  celui  qui  s'annule  avec  x,  et  qui  varie  ensuitc 
(i'unc  maniere  continue  avcc  cc\[e  variable.  Nous  aiirons : 

1  /v.4n 

'   ^  \  -\-  X-  '  '    l  +  x^ 

/y>3  /y-i  /yi  /  rph  H — 1 

Posons  :        ^{X)=:  X  —  —  +  ■:: -;;  —  ••'  —  , T  > 

•     '^  '  3    '    o        7  4 n  —  1 ' 

et,  par  suite  : 

^{x)  —  I  —  «-  4-  a;'  — x«— . . .  —  a?*"-»; 


nous  aurons : 


rw-,'w=-:pp. 


Par  consequenl,  la  difft'irencc  f  {x)  —  ^^' {x)  est  conslamment  po- 
sitive, et  moindre  que  a;*".  On  peut  donc  öcrire  : 

/'(a;)--y(x)>0, 

r(^0-'p'(^)--^'"<o;      • 
et,  par  suite,  la  fonction  f{x)~'f{x)  est  croissanle,  et  la  fonc- 

/v.4»H-l 

.    tion  f{x)  —  cp  (a?)  —  est  d^croissanle,  lorsque  x  varie  de  0 

ä  u.  Mais  ces  deux  l'onctions  sont  nulles,  pour  x^O.  La  pre- 
miere  est  donc  positive,  et  la  seeondc  negative,  pour  x==u\  en 

Sorte  que  f{u)  est  compris  entre  f{u)  et.cp  (u)  +  - — --- .  Et  Ton 

[)eut  ^crire,  cn  designant  par  6  un  coefficient  positif  moindre 
que  1  : 


4  n  +  1 ' 
c'est-ä-dire, 


ir    ,    ir    ,    u 


arc  tangii  ^a 1 1 +... 1-0 t—  J 
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et  comme,  pour  une  grande  valeur  de  n,  le  terme  0  - — --- 

'  ^  471+1 

est  aussi  pclit  que  Ton  veut,  on  a  : 

[(/]  'drcläu^u^u  -  j+-^  ~7.+ 9"~'*" 

Les  deiix  meinbres  de  la  formule  clianj]:eant  de  signe  avec  u, 
celle-ci  s'applique  ^videtnment  aux  valeurs  de  u  comprises 
entre  —  1  et  +  1. 

iG3.  Gas  od  u  est  plus  grand  que  l'unite.  Si  Ton  donnait 
unetangente  u  plusgrande  que  l'uniie,  la  s6ne,  qui  donne  l'arc 
correspondant,  devenant  divergente,  ne  serait  plus  d'aucun 
usage;  mais  on  pourrait  facilement  calculer  l'arc  demand^,  en 

cherchant  ä  sa  place  arc  lang  -,  qui  en  est  övidemment  le  com- 

plement,  et  qui  sera  forme  par  une  serie  convergente. 

Soit,  par  exemple,  ä  Irouver  arc  lang  4,49341;  on  fera  usage 
de  la  formule  : 

^  '  4  ,111,1  1  , 

-  —  arc  lang  u  =  arc  lang  -  = -— „  4-  — -..  —  -—.-{-..., 

Pour  calculer  les  termes  successifs  de  cette  s6rie,  on  formera 
d'abordles  fractions  -  , -^,  .,...;  ce  qui  sera  facile,  chacune 
s'obtenant  en  divisant  la  pr6cedente  par  le  diviseur  fixe 

ii'^  =  20,19073  34281; 


on  aura  amsi 


-=0,22253  81315  97161 


4  =  0,01102  22906  16122 
-/=  0,00054 '59083  81950 
-,  =  0,00002  70375  70670 

21/ 
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=  0,00000  13391  07902 


\-,  ^  0,00000  00663  22895 


^=  0,00000  00032  84819 


u 


—  =  0,00000  00001  62689 

-V,=  0,00000  00000  08058 

1-  =  0,00000  00000  00399 

4  =  0,00000  00000  00020 

Ton  en  conclura: 

1  1 

-  =0,22254  81315  97161  -^  =  0,00367  40968  72041 

-4  =  0,00010  91816  76390  -4  =  0,00000  38625  10096 

5w*  Iw 

-^=0,00000,  01487  89767  ,-47=0,00000  00060  29354 

—4,=  0,00000  00002  52678  --4-"  =  0,00000  00000  10846 

13w**  15it^"    ' 

^  =0,00000  00000  00474  4-79=0,00000  00000  00021 


17w"    '  19u' 

-^--=0,00000  00000  00001 
2lM-' 


.  =0,22265  74623  16471     .   =0,00367  79354  22358 

donc  :  arc  COtang  (4,49341)  =  -f  0,22265  64623  16471 

—  0,00367  79654  22358 


OU       arc  COtaiig  (4,49341)=  0,21897  94968  94113. 
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Puis :     arc  lang  (4,49341)  —  ^  —  arc  cotang  (4,49341) 

,  =  +  1,57079  63267  94897 
—  0,21897  94968  94113 


ou  arc  lang  (4,49341)  =       1,35181  68299  00784. 

104.   CaLCIJL  du   RAPPORT   DE  LA  CIRCONFERENCE  AU  DIAMETRE. 

Si,  dans  la  formule  dömontröo  (161),  on  suppose  u  =  l,  l'arc 

TT 

dont  la  tangente  est  u,  est  6gal  ä  -,  et  Ton  a  : 

4  3~5       7^9 

Cette  sörie  est  convergente  ;  mais  les  termes  döcroissent  trop 
lentement  pour  qu'on  puisse  facilement  l'employer  au  calcul 
du  nombreir. 

On  peut  obtenir  d'autres  expressions,  qui  conduisent  rapide- 
ment  ä  des  valeurs  trfes-approchees  de  ce  nombre.  Posons  ; 

arc  lang  x  =  p,  arc  lang  y  ^=q; 

on  aura  :  x  =  (ang p,  y  =  tang  q, 

°  ^'    '    ^^       1 —tang jj  lang fy      l  —  xij' 

OT     I    11 

donc  !      arc  tang  x  -\-  arc  tang  y  =  arc  tang  . 

1       xy 

On  trouverait  de  möme  : 

arc  tang  a?  — arc  tang y  =  arc  tang      .    •   . 

En  faisant,  dans  la  formule  qui  donne  tdiUg  {p-]-q),  q  =p, 
q  —  2p,  q  =  Sp^  on  trouvera  successivement : 

^^ 

2  arc  tang  x  =  arc  tang : , 

„X  .        3x  —  x^ 

3  arc  tang  x  =  arc  tang — -,, 

°  ^1  —  3  aj* 

li.r  —  -'i  ./•  ■ 

4  arc  tanga;  =  aictang  ■ r^, :; 

^  °  1  —bx'~i-x' ' 

etainsi  desnite. 
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Ell  altribuant  k  x  clh  y  diverses  valeurs,  les  formules  pr6- 
cMentes  donnent: 

-  =  arc  lang  1  =  arc  tang  |  +  arc  tang  ^ , 

=  arc  tang  |  +  arc  tang  |  -|-  arc  lang  ^ , 
=  2  arc  tang  |  —  arc  tang  ^ , 
=  2  arc  tang  ^  +  ^i'c  tang  4-, 
=  3  arc  tang  I  —  arc  tang  fy, 
—  4  arc  tang  l  —  arc  tang  7^9 . 

La  dcrniere  de  ces  expressions  est  celle  qui  se  prßte  le  micux 

au  calcul  de  -  . 

4 

Voici  le  tableau  des  calculs  ä  faire.  En  appliquant  la  formule 
(ö),  ona: 

IT  =  4  arc  tang  -  —  arc  tang  -— 

^iCi L+J \-(2 1-+.V 


5       3.5^~5.5«       '"/        \239       3.23^» 

Les  differents  termes  de  la  s6rie,  arc  tang  — ,  röduits  en  frac- 
tions  decimales,  donnent : 

—  =       0,00418  41004  18410  04184  10 
239  ' 

^  0,00000  00244   16591  78708  38 


3.239" 

1 

5.239^ 

1_ 

7.239 


=   0,00000  00000  00256  47231  44 


L^  =  _  0,00000  00000  00000  00350  71 


arc  tan;:^=   0,00418  40760  02074  73386  45. 


2^9 
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Pourevaluer  arc  lang  -,  calculons  d'abord  les  termes  positifs 

0 

de  la  s6rie : 

i--=  0,20000  00000  00000  00000  00 
5 

—-7  =  0,00006  40000  00000  00000  00 
5.5"' 

-^9=  0,00000  00568  88888  88880  89 
—^  =  0,00000  00000  63015  38461  :>\ 

1  


|y_5l7—    ^j^W^W" 

yjvvuyj   uuv  1  1     iviii    vo 

A   riAAriA 

00000  00000  09986  44 

2,.5.a- 0,00000 

—  n  nnnnn 

00000  00000  00013  42 

25  525-  0,OOUÜU 

—  f)  c\r\c\(\c\ 

00000  00000  00000  02 

29.529-0,00000 

La  somme 

=  0,20006 

40569  51981   47467  96. 

Si  nous  calculons  ensuite  les  termes  n6gatifs,  nous  aurons : 

^3:^0,00266 

66666  66666  66666  67 

r-"-.  =  0,00000 

/  .  0 

18285  71428  57142  86 

• 

„.',„=0,00000 

00018  61818   18181   82 

w 

—  0  nnofio 

00000  02184  53333  53 

15.5"       "•""""" 

,e.'5.=  0,00000 

00000  00002  75941   05 

^ly,=  0,00000 

00000  00000  00464  72 

—  0  00000 

00000  00000  00000  UO 

27.527       u,uuuuu 

La  somme  =0,00266  84971  02100  71630  95. 
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En  retrancliant  cette  somme  de  la  somme  des  termes  positifs,  on 
obtient,  pour  valeur  de  l'arc  dont  la  tangente  est  - : 

arctang  -=  0,19739  55598  49880  75837  Ol 
D'oü:  4  arc  tang-=  0,78958  22393  99523  03348  04. 

Et  comme      arc  tang  -^  =  0,00418  40760  02074  72386  45 


ona:  -  =  0,78539  81633  97448  30961   59 

4 

Donc:  ^  =  3,14159  26535  89793  23846. 


RESUMfi. 

i  S6.  D^veloppement  en  s6rie  de — L(l — u),  u  etant  compris  entre  0  et  1 .  — 
187.  Developpement  de  L{l-\-u).  —  1S8.  Sörie  qui  represente 
L(N  +  ^) — LN.  —  lö9.  Limite  de  l'erreur  commise,  en  s'arrötant  ä 
un  terme  donne.  —  160.  Calcul  du  logarillime  neperien  de  10.  — 
161.  Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  —  162.  Developpement  de 
arc  tang  u,  u  etant  moindre  que  1 .  —  1 63.  Developpement  de  arc  cot  m, 
lorsque  u  est  plus  grand  que  1;  application  numerique.  —  164.  Calcul 
de  Ä  ä  vingt  döcimales. 

EXERCICES. 

I.  Demontrer  la  formale  : 

L(l+a;)+L(l-:r)    ,    [      1        ,  1 .         1 

On  applique  la  formale  [1]  du  n"  158. 

II.  Demontrer  la  formale; 

L  (a;  +  5)  =  L  (a;  +  3)  4-  L(a;  —  3)  +  L  (a;  +  4)  +  L  (a;  —  4)  —  L  (rr  —  5)  — 2L3; 

On  applique  la  meme  formule. 
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III.  Si  o  et  J)  designent  deux  nombres  positifs  dona6s,  et  que  Ton  forme  une 
söriede  nombres,  d'apres  les  formules  suivantes, 

a'  =  l{a-rb),      h'=sfTb, 


si  Ton  pose,  en  outrCj  a  =  ?)cos9,  aC'i  et  ö'"")  seroiit  exprimes  par  las  for- 
mules : 


aM=_^^!i!z:^,     „.,=.    v/?>w 


2"'tang(^^)'  2"'sin(^^) 


1/52  —  d' 
et  la  limite  commune,  vers  laquelle  convergent  aW  et  6'"'\  est — .  Si 

9 

2 

a  =  0,  'b  =  \,  cette  limite  est  -. 

IT 

On  s'appuie  sur  la  formule  suivante,  facile  ä  d^montrer  : 

sin  9  =  2'"  sin  (  ^-  j  cos  |  cos  |  cos  | .   . ,  cos  ( :^  ) . 


LIVRE  III. 

THEORIE  GENERALE  DES  EQUATIOIVS. 

CHAPITRE   PREMIER. 

PRI\C1PES  GEIVERAUX  SUR  LES  EQUATIOXS  NUMERIQUES 
DE  DEGRE  QUELCOiAQUE. 

3  I.  Variations  d'une  fonclion  enliere  f{x). 

i6i5.  Forme  generale  d'une  fonction  entiere.  La  forme  la 
plus  generale,  que  piiisse  presenler  uiie  fonclion  entiere  de  x, 
f{x),  esl  la  suivante : 

f{x)  =  Ax'"-tAiX"^-'  +  Kx"'-'  +....  +  A,„_,a;  +  A„. ; 

A,  Ai....A,„  d6signanl  des  coefficients  constants,  et  m  le  degre  de 
la  fonction. 

Lorsque  x  varie,  ce  polynome  peut  changer  de  signe,  en  sni- 
vant  des  lois d'accroissenient  ou  de  dccroisscment,  tres-vaiiables 
avec  la  valeur  et  les  signes  des  coellicients.  II  exisle  cependant 
quelques  prineipes  generaux  qui,  pour  etre  presque  complele- 
nient  cvidents,  n'cn  sont  pas  moins  tres-utiles  k  signaler  d'une 
maniere  loutc  speciale. 

1G(>.  Theoreme  I.  Toute  fonclion,  entiere  et  rationnelle,  d'ime 
variable  x,  est  une  fonction  contimie.  C'est-ä-dire  que;  si  l'on  faii 
croilre  la  variable  d'une  maniere  continue,  la  fonction  variera  aussi 
d'une  maniere  continue,  et  ne  pourra  pas  passer  d'une  valeur  ä  une 
autre  sans  passer  par  toutes  les  valeurs  intcrmcdiaires. 

Pour  prouvcr  qu'une  fonclion  f{x)  est  continue,  il  suffit  de 
faire  voir  qu'en  donnant  ä  a;  un  accroissenient  h  suftisaminent 
pclit,  l'accroissemcnt /(;c4-/0  —  f{x)  de  la  fonction  pouria  ölre 
aussi  pelil  qu'on  le  voudra. 
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Or  on  sait  que  le  rapport 

f{x-]-h)-f{x) 
h 

A  pour  limite,  quand  h  tend  vers  zero,  la  d^riväe  de  f{x), 
qui  est : 

f{x)  =  mAx'^-^-\-{m  ~  1)  k^x'^-'^-{-(m  —2)  A^rr"'-'  +  ....  +  A,„_i ; 
onadonc  ^S^ZzM=f"^)  +  , 

e  elanl  une  quantite  qui  tend  vers  zero  avec  h.  On  en  tire  : 

f{x-i-h)-f{x)^h[f{x)-\-{\. 

Or  f  {x),  n'ayant  pas  de  d6noniinatcurs  qui  nuissent  s'annuler, 
n'est  infini  pour  aucune  valeur  de  x;  le  produit  h[f'  {x)-\-z]  tend 
donc  necessairement  vers  zero  avec  h;  et,  par  suite,  il  en  est 
de  meme  &ef{x-{-h)  —  f{x)\  ce  qui  dcmontre  la  proposition 

6noncee. 

107.  Remarque.  La  demonstration  s'applique  ^videmment  ä 
toute  fonetion  dont  la  derivöe  est  finie ;  et  l'on  peut  enoncer  ce 
theoreme  plus  gi6neral : 

Une  fonetion  reste  continue  tant  que  sa  derivee  ne  devient  pas 
infüiie. 

liiS.  Teeoremf,  II.  Dans  une  fonetion  entiere 

f{x)  =  Kx^  +  A  ix"'-^  +  . . . .  km-xx  +  A„, 

on  peut  tovjüurs  uoiuur  ä  \  une  vaUitr  aascz  gründe  pour  que  le 
premier  terme  devienne  aussi  grand  que  Von  voudra,  par  rapport 
ä  la  sornme  de  ious  les  autres.  et  donne,  par  consequent,son  signe  au 
polynome. 

i  Pour  prouver  que  le  premier  terme  peut  devenir  aussi  grand 
que  l'on  voudra,  par  rap|iort  ä  la  somuie  de  tous  les  autres,  il 
suffit,  evidemment,  de  prouver  qu'il  peut  devenir  aussi  grand 
que  l'on  voudra,  par  rapport  ä  cliacun  d'eux  consid6r6  isol6- 
mcnt. 
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Or,  en  comparant  le.premier  terme,  Aa?*",  au  terme  g^neral, 
A„a;"'~",  on  a : 

kx'^        A    „ 


Ayj-X'  A  ^ 


et  ce  rapport,  ä  cause  du  facteur  rc",  peut  grandir  sans  limite. 
On  peut  donc  prendre  x  assez  grand  pour  que  le  premier  termo 
soit  mille,  cent  mille  fois,  un  million,  cent  millions....  de  foi> 
plus  grand  que  Tun  quelconque  des  autres,  et,  par  suite,  aussi 
grand  que  Ton  voudra,  par  rapport  ä  la  somme. 

169.  Remarque.  II  r^sulte  du  theoreme  pr(5c6dent,  qu'une 
fonction,  de  degr6  pair,  a  le  mßme  signe  que  le  coefficient  de 
son  premier  terme,  pour  de  tres-grandes  valeurs,  positives  ou 
negatives,  de  la  variable.  Une  fonction,  de  degre  impair  a  aussi 
le  m^me  signe  que  le  coefficient  de  son  premier  terme,  quand 
la  variable  regoit  une  valeur  positive  Irös-grande ;  mais  eile 
prend  un  signe  oppose  ä  celui  de  ce  coefficient,  lorsque  x  est  n6- 
gatif  et  de  tres-grande  valeur  absolue. 

ExEMPLES.        1  °  a;"  —  1  OOOa;^  —  1 9  5000a;'  +  1 

est  positif,  si  la  valeur  absolue  de  x  est  suffisamment  grandc, 
quel  que  soit,  du  resle,  son  signe. 

i»  x'  4-  10000000a;«  —  a;'  -\- 1 

est  posilif  pour  de  grandes  valeurs  positives  de  x,  et  n6gatif, 
lorsque  a;,  6tant  n6gatif,  a  une  valeur  absolue  suffisamment 
grande. 

§  II.  Th^oremes  sur  les  racines  d'une  equation. 

170.  Theoreme  I.  Lorsque  deux  nombres,  a  et  h,  substitues  dans 
une  fonction  entiere  f  (x),  donnent  des  resultats  de  signes  contraircs, 
l'equaüon  f  (x)  =  0  a,  au  moins,  une  racine  reelle  comprise  entre  a 
eth. 

Si  l'on  suppose,  en  effet,  que  ajvarie  d'une  maniere  continue 
depuis  la  valeur  x  =  a  jusqu'ä  la  valeur  a;  =  ö,  f{x)  (IGG)  variera 
lui-m6me  d'une  maniere  continue :  or,  passant  de  la  valeur  f{a) 
ä  la  valeur  f{b),  qui  a  un  signe  contraire,  il  devra  näccssairc- 
ment  changer  de  signe ;  et,  ä  cause  de  la  continuit6,  il  prendra 
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la  valeur  zero,  interm^diaire  entre  les  valeurs  negatives  el  Ics 
valeurs  positives. 

171.  Remarque.  Le  möme  raisonnement  s'applique  ä  toule 
6qualion,  dont  le  premier  membre  est  fonction  continue  de  la 
variable  x. 

172.  Theoreme  II.  Une  equation  algebrique,  dedegreimpair,  ä 
coefficients  reels,  a  au  moins  une  racine  reelle,  de  signe  conlraire  ä 
son  dernier  tcrme. 

Süit     /•(a;)  =  a;-"+'H-Aia:;'"  +  A2.T^"-'  +  ....  +  Ao„H  =  f^, 

une  eqnation  de  degrö  impair. 

Si  Ton  subslitiie  ä  x  une  valeur  negative  tres-grande,  le  r6- 
sultat  de  celte  Substitution  sera  nögalif  (lC9).  Si  l'on  substilue, 
au  contraire,  une  valeur  positive  Ir^s-grande,  le  resullat  sera 
posilif;  si,  enfin,  on  subslitue  ä  x  la  valeur  0,  la  fonction  f{x) 
se  reduira  ä  son  dernier  ternie  k^n+i- 

Nous  pouvons  indiquer  ces  resultats  par  le  tableau  suivant : 

Valeurs  de  x :  Signes  de  f{x) : 


0  Signe  de  A^n+i 

-)-oo  4- 

Si  donc  Azn+i  est  negatif,  f{x)  cbange  de  signe,  lorsque  x  passe 
de  la  valeur  0  ä  +  oo,  el  a,  par  suite,  une  racine  positive.  Si 
Asn+i  est  posilif,  ic  =  Oeta;  =  — CO  donnent  ä  f{x)  des  valeurs 
de  signes  contraires:  et  il  y  a,  par  cons6quent,  une  racine 
negative. 

ExEMPLES.  L'^quation 

x'  —  8r'  -L  3x^  —  3  =  0, 
a,  au  moins,  une  racine  positive;  et  requatlon 

a,  au  moins,  une  lacine  negative. 

175.  Theoreme  ill.  Une  cquaiion  algebrique,  de  degre  pair^  ä 
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coefficienls  reels,  dont  le  dernier  terme  est  negaüf,  a  au  moins  deux 
racines  reelles. 

Soit 

/■(a;)  =  a;^- +  A ^a;^'"-' +  A,a;^"'-= -f  . . . .  +  A,^_,a;  +  A2„,  =  0, 

une  öquation,  de  degre  pair,  dont  le  dernier  terme  est  n6gatÜ. 
D'apräs  ce  qui  pr6cede,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

Valeurs  de  x  :  Signes  de  f{x) :  " 

0  — 

+  -  -f 

.  Lors  donc  qiie  x  varie  de  — oo  ä  0,  f{x)  clianire  de  signe  :  et  il 
en  est  de  meine,  lorsqiiea;  v;uie  de  0  ä  +  °°-  II  y  <^  donc  ni'ces- 
saii'emenl  une  racine  comprise  entre  — oo  et  0,  et  une  autre 
entre  0  et -f- °°  i  c'est-ä-dire  deux  racines,  l'une  positive  et  l'au- 
tre  iiögalive. 

§  IIL  Nombre  des  racines  d'une  eqiiation. 

174.  PosTULATUM.  Noiis  admetlrohs,  sans  demonstration,  la 
proposition  suivante,  qui  est  t'ondamenlalc,  et  qui,  hatons-nous 
de  le  dire,  peut  se  deniontrer  en  toule  rigucur. 

Toute  equalion  algebrique,  ä  une  inconnue,  nc  renfermant  qii'e 
des  puissances  eniieres  et  positives  de  celte  inconnue,  et  dont  les  coef- 
ficients  sont  des  nombres  donnes,  reels  ou  imaginaires  de  la  forme 
m-|-ii  v' — ^>  admct ,  au  moins,  une  racine  reelle ,  ou  une  racine 
imnginaire  de  la  forme  a  -{-  b  v' —  ^  o.  et  h  designant  deux  nom- 
bres reels. 

Gelte  proposition  6tanladmise,  nous  en  deduirons  facileraenl 

la  suivante. 

173.  Theoreme  fundamental,  Une  equation,  de  degre  m,  de  la 

forme 
[  1  ]  Aic"'  -h  A  iX"'- '  +  A^o;"'-'^  +  ....  +  A«  =  Ü, 
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dans  laquelle  A,  Ai,  A^,...km  representent  des  nombres  donnes,  reels 
ou  imaijinaireSy  admet  toujours  predsement  m  racines  reelles  ou 
imaginaires. 

En  representant  par  X  le  premier  membre  de  l'^qnation  [1], 
X  =  0  admel,  en  cffet,  par  hypothese,  au  moins  une  racine.  Si 
noLis  designons  celte  racine  par  la  lettre  a,  qii'elle  soit  reelle  ou 
imaginaire,  X  sera  divisible*  par  (a;  —  a).  Designons  le  quoticnt 
par  Q;  il  sera,  dans  tous  les  cas,  du  degre  (m —  1),  et  son  pre- 
mier terme  sera  kx""-^.  Nous  aurons  identiquement : 

[2]  X=.[x-a)Q; 

et  les  coefticients  de  Q  seront  ou  reels,  ou  imaginaires  de  la 
forme  donnee.  Puisque,  par  hypothese,  toute  6quation  a  une 
racine,  Q  =  0  en  admet  ime;  si  nous  la  designons  par  fc,onaura: 

Q={x-b)Q„ 
et,  par  suite, 

[3]  X=^ix~a){x  —  b)Qi. 

D'apres  le  meme  postulatum,  l'equation  Qi  =  0,  qui  est  du 
degre  (m  —  2),  et  dont  le  premier  terme  est  evidemment  Aa?""-^, 
doit  admettre  une  racine.  Si  nous  la  designons  par  c,  on  aura  : 

Q,=  {x-c)Q,, 
et,  par  suite, 

[4]  X  =  {x-a)ix—b){x~c)Q2, 

le  premier  terme  de  Qa  etant  evidemment  kx""-^. 

En  continuant  de  la  meme  maniere,  et  en  op6rant  sur  Qa, 
comme  on  l'a  fait  sur  Q  et  Qi,  chaque  Operation  mettra  en  6vi- 
denee  un  nouveau  facteur  du  premier  degre;  et  le  degre  des 
quotienls  successifs  allant  sans  cesse  en  diminuant,  on  fmira  par 
en  ohlenir  un  qui  sera  numörique  et  evidemment  egal  ä  A.  On 
aura  donc  : 

[5]        X=  {X  -  a)  (x  —  b) ,x  -~c)....{x-  k)  (x  —  l) k. 


*  La  dömonstiation  de  ce  tlieoreme,  donii6e  (I,  ffS  et  ffG),  s'applique,  sans 
modification,  au  cas  oü  a  est  imaginaire. 


\ 
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A  rinspecfion  de  cette  egalite,  on  reconnait  que  l'equation 
X  =  0  est  satisfaite  pour  les  valcurs  x  =  a,x=b,  a7  =  c,..a;-~/, 
et  qu'elle  ne  peut  l'etre  autrement;  car  toute  autre  valeur  attri- 
bu6e  ä  X,  n'annulant  aucun  des  facteurs  du  second  membre, 
ne  peut  annuler  le  produit,  comme  on  va  le  voir. 

17G.  Remarque.  Un  produit  de  plusieurs  facteurs  n'estnul,  que 
quand  Vun  des  facteurs  est  egal  ä  zero.  Cela  n'est  evident  que 
quand  les  facteurs  sont  r^els;  mais  il  est  facile  d'ötendre  la  pro- 
position  au  cas  meme  oüils  sont  imaginaires. 

Soit  le  produit 

(a-{.bs/~l){a'-\-bW^l); 
ona : 

[1]  ia-\-b^^l)(a'-[-b'^—'l)^aa—bb'-{-{ab'-]-bay'^. 

Pour  que  ce  produit  soit  nul,  il  faut  donc  qu'on  ait  ä  la  fois : 

(  aa'  —  bb'  =  0, 
•■  ■'  ■  (  aö'+W=0; 

ou,  en  faisant  la  soinme  des  carres  de  ces  deux  6galit^s  ; 

[3]  {aa'—bb'y-\-{ab'-^ba'y  =  0. 

Or,  le  Premier  membre  de  [3]  est  identiquement  6gal  ä 
ia^-j-b^)  (a'^-\-b'^),  et  ne  peut,  par  suite,  s'annuler,  que  si  Ton  a 
a=ö,  b  =  0,  ou  bicn  a'  =  0,  b'  =  0.  Donc  il  faut  que  Ton  ait  : 

(a+6v/^^)  =  0,     ou     (a'  +  6V^)  =  0. 
Et  la  condition  est,  d'ailleurs,  6videmment  süffisante. 

i77.  Autre  remarque.  La  formule  [5]  (175)  montre  que  le 
premier  membre  d'une  ^quation  est  toujours  decomposable  en 
äcleurs  du  premier  degre.  Elle  permet  aussi  de  former  le  pre- 
mier membre  d'une  l'equation  du  degr6  m,  lorsque  Ton  connait 
5es  m  racines.  Ge  premier  membre  ne  contient  rien  d'arbitraire 
^ue  le  coefficient  A,  par  lequel  on  peut  6videmment.  multiplier 
les  deux  membres  d'une  6quation ,  sans  all6rer  les  conditions 
ju'elle  impose  ä  l'inconnue.  II  r^sulle  de  lä,  que  deux  equations, 
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qui  ont  les  memes  racines,  ne  peuvent  differer  que  par  un  facteur 
consiant. 

178.  PoLYNOMEs  iDENTiQUES.  Une  equatioTi ,  du  degrö  m,  ne 
pouvant  avoir  plus  de  in  racines,  il  en  resulte  que  deux  pohj- 
nomes,  du  degre  rn,  en  x,  ne  peuvmt  etre  egaux  pour  plus  de  m  va- 
leurs  de  cette  variable,  saus  etre  completement  identiques.  Si ,  en  ef- 
fet,  on  egale  leur  difförence  ä  z6ro,  on  obtiendra  une  equation, 
du  degre  m,  qui,  si  eile  n'est  pas  idenlique,  ne  peut  elre  satis- 
faile  pour  plus  de  m  valeurs  de  la  variable. 

179.  Racines  EGALES.  Dans  la  döraonstration  que  nous  avons 
donnee  (173),  rien  ne  suppose  que  les  racines  d^signees  par 
a,  b,  c....k,  l,  soient  differentes.  Le  nonibre  des  racines  distinctes 
d'une  equation,  du  degr6  m,  n'esl  doiic  pas  loiijours  effeclive- 
nient  egal  ä  m.  On  enonce  cependanl  tous  les  th^oremes,  comme 
s'il  en  etait  ainsi ;  et.  pour  en  acquerir  Ic  droit ,  on  dit  qu'une 
racinea  est  double,  triple  ou  quadruple,  lorsquc  le  facteur (a;—a), 
qui  lui  correspond,  figure  deux,  trois,  quatre  fois,  dans  le  pro- 
duit  qui  est  ögal  au  prcmier  membre. 

3  IV.  Racines  imaginaires  conjuguees. 

180.  Theoreme.  Si  une  equation  ä  coefficientsreels,  admet  une 
racine  imaginaire  a  -j-  b  y/ —  1  j  eWe  admet  nccessairement,  et  un 
memenombre  de  fois,  la  racine  conjuguee  a  —  b  \/ —  1 . 

Si  l'equalion  X  =  0, 

est  salisfaite  par  Thypothese 

je  dis  que  le  premier  membre  X  est  divisible  par  (x  —  af  +  ^^« 
Effecluons,  en  effet,  la  division;  le  reste,  devant  ötre  de  degre 
moindre  que  le  diviseur,  sera  de  la  forme  mx-j-n;  et  Ton  aura : 

[1]  X=[ix~a)'~\-b']Q-i-v}x-\-n, 

m  et  71  etant  .des  nombres  r6els,  puisqu'il  n'a  pu  s'introduire 
dans  le  calcul  aucune  cxpression  imaginaire. 
Si,  dans  les  deux  membres  de  l'identite  [1] ,  qui  existe,  quel 
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que  soll  37,  nous  faisons  x  =  a-\-b  y/ —  1,  le  premier  membrc 
s'aiinule,  pas  hypolhese.  II  en  est ,  evMemment,  de  mäme  de 
{x  —  ay  -f-  ö^ ;  et,  par  suite,  on  doit  avoir  : 

0  =  m  (a  +  6  v/^^)  +  n, 
cc  qui  exige  :  ma-{-n=^0,    mb=:0; 

et,  par  suite^  puisque  b  n'est  pas  nul, 

m  =  0,    n  =  0. 
Onenconclut:  X  =  [{x  —  a)^-{'b^]Q, 

Or  (x  —  ay-^-b"^  s'annulant  pour  x  =  a  —  b\J — 1,  cette  6galit6 

,    prouve,  qu'il  en  est  de  ineme  de  X. 

j  Si  X  est  divisible  par  (o;  —  a  —  b^—  1^  c'est-ä-dire  si  la  ra- 
cine  a-\-b\J—\  est  double,  il  faut  que  Q  soit  divisible  par 
{x—  a~b  \J—  l) ;  on  prouvera  alors,  comme  on  l'a  fait  pour  X, 
qu'il  admet  aussi  le  facteur  {x  —  af  -f  ^%  et  l'on  aura  :  • 

X=[(a;— af+&^-pQi=:[a;— (a+V^P[a;-(a— V^)>Oi; 

en  Sorte  que  la  racine  a  —  b  \J —  l  se  trouvera  aussi  deux  fois 
dansX. 

Si  X  admet  trois  fois  la  racine  a-\-b \J —  I,  il  doit  etre  divisible 
par  {x — a  —  b\/—  l)*;  et,  par  suite,  Oi  doit  admettre  le  facteur 
(x  —  a  —  ^v^—  l).  On  prouvera  alors,  comme  on  l'a  fait  pour  X 
et  pour  Q,  qu'il  est  divisible  par  {x  —  ay-{-b\  et  que  Ton  a  : 

X=[{x-ay-  +  b'-VO,  =  [x-{ai-b^^Y[x-{a-b^^l)}Q,; 

en  Sorte  que  la  racine  a  —  b  \J —  1  est  triple,  comme  sa  conju- 
gu6e. 

Le  meme  raisonnement  peut  6videmment  se  continuer  iud^- 
finimenl;  et,  par  consequent,  la  racine  a  —  b  \/ —  i  a  le  möme 
degr^  de  multiplicile  que  sa  conjuguee. 

Alg.  SP.  B.  11 
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3  V.  Relalions  enire  les  coefficients  d'une  6quation  et  les  racincs, 
181.  Theoreme.  Soit 

uiie  6qualion,  du  degr6  m,  dont  nous  supposons,  pour  plus  de 
simplicit6,  que  le  premier  lerme  ait  pour  coefficient  l'unile. 
Nous  avons  vu, qu'en  d6signant  par  a,  h,  c....k,  l,  ses  racines,  on 
a  identiquement : 

[1]  a;"'+Aia;"'-'  +  ....  +  A„_,a;  +  A« 

=  (x  —  a){x—b){x  —  c)....{x  —  k)  {x  —  l), 

Mais'on  sait  qu'en  effectuant  le  produit  indiqu6  dans  le  second 
membre,  on  aura  (57)  pour  premier  terme,  x"';  pour  second 
terme,  x"^^  multipli6  par  la  somme  des  seconds  lermes  —  a, 
—  b.... —  i;  pour  troisieme  terme,  x"'~^  multiplie  par  la  somme 
des  produits,  deux  ä  deux,  de  — a,  —  b,  — c... — /,  ou,  ce  qui 
revient  au  möme,  par  la  somme  des  produits,  deux  ä  deux,  de  a, 
b,  C....I,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que,  si  Ton  repr^scnte  par 
2a,  Xab,  labe  la  somme  des  racines,  les  sommes  de  leurs  pro- 
duits deux  ä  deux,  trois  ä  trois,  etc.,  on  a  : 
[2]  (x  —  a)(x  —  b)....(x  —  k){x—l) 

=  x"''—x"'-^'^a-{-x"'-^'^ab  —  x'"-^labc^....ztabc  ...kl, 

le  dernier  terme  etant  pr6c6de  du  signe  +  ou  du  signe  —  sui- 
vant  quem  est  pair  ou  impair.  En  idenlifiant  ce  produit  avec  le 
premier  membre  de  l'equation  [1],  on  conclut  le  lh6or^me  sui- 
"Vant : 

Dans  toute  equation  algibrique,  dont  le  premier  terme  a  pour  coef- 
ficient Vunitit 

a;- +  A.a;"-' + . . . . -h  A„_ia;  +  A„  =  p, 

le  coefficient  du  second  terme  Ai  est  egal  ä  la  somme  des  racines ^prise 
m  signe  contraire. 

Le  coefficient  du  troisieme  terme  Aj  est  igal  ä  la  somme  des  pro- 
duils,  deux  ä  deux^  des  racines. 
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Le  coefficient  du  quatrieme  terme  As  est  la  sommc  de  leurs  produits 
trois  ä  trois,  pris  eil  signe  contraire;  et  ainsi  de  suile. 

Enfln,  le  dernier  terme  A„  est  egal  auproduitde  toutes  lesracines, 
pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe  contraire,  suivant  que  le  degre 
de  l'equation  est  pair  ou  impair. 

182.  Remarque  I.  Ge  th^or^me  s'exprime  par  les  6quations 
suivantes  : 


A,  =  (ab  -{-ac  ^ ...-{-  bc  -\-  ...-{-  Jil), 
[3]        <[   A^=^  —  (abc-\-abd-\-...-\-acd-\-...-^akl-\-...), 

Am=-:i^abc...kl. 

Ell  consid^rant  les  racines  comme  des  inconnues,  nous  avons 
lä  w  äquations  distinctes,  auxquelles  elles  doivent  satisfaire. 
Lorsque  l'on  connaitra  quelques-unes  des  racines,  ces  6qualions 
poi^rront  faciliter  la  recherche  des  autres;  mais  elles  ne  peuvent 
pas  servil",  en  general,  h.  la  rösolution  complete  de  l'equation 
propos^e.  Si,  en  effet,  on  cherchait,  par  le  moyen  de  ces  6qua- 
tions,  ä  d6terminer  une  racine,  a  par  exemple,  il  faudrait,  pour 
cela,  ^liminer  toutes  les  autres;  or,  quel  que  soit  le  moyen 
que  l'on  emploie,  je  dis  que  l'equation  obtenue  devra  avoir 
pour  Solution,  non-seulement  a,  mais  encore  les  autres  ra- 
cines b,  c...  k,  l.  Si  l'on  remarque,  en  effet,  que  les  racines 
entrent  absolument  de  la  m^ine  maniere  dans  les  equations  [3], 
que  rien  ne  les  y  dislingue  les  unes  des  autres,  on  conclura  que, 
si  l'on  parvient,  par  certains  calculs,  ä  eliminer  toutes  les  ra- 
cines, ä  rexceplion  de  a,  des  calculs  tout  semblables  auraient 
pu  eliminer  toutes  les  racines  autres  que  b,  par  exemple,  sans 
qu'il  y  eüt,  danslcr^sultat,  d'aulre  difference  que  lechangement 
de  a  en  ö  .•  c'est  donc  la  möme  equation  ä  laquelle  a  et  ö  doivent 
salislaire;  et,  comme  on  en  peut  dire  autantdes  autres  racines, 
il  est  6vident  que  l'equation  en  a  doit  avoir  pour  racines 
a,  6,  c ...  k,  l,  et  qu'elle  ne  doit,  par  consequenl  (177)  ^  pas 
diff6rer  de  l'equalion  propos6e  elle-iuöme.  Gelte  conclusion 
peut  d'ailleurs  se  veritier  d'une  maniere  bien  simple. 
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Reprenons,  en  effet,  les  equations  [3]  : 

A2=  {ab  +  cic  -{-  ...), 
[3]        \   Az  =  —  {abc  +  abd-]-...), 

Am  =  =i=  abc  ...  kl. 

Multiplions  la  premiöre  par  a"*-*,  la  seconde  par  a""-*,  la  troi- 
sieme  par  a'"-^...,  Tavanl-derniere  par  a,  la  deniiere  par  1,  et 
ajoutoiis-lcs;  on  reconnaitra  facilcment,  que  l'on  obtient  ainsi 
l'cquatioii  :  | 

Aifr-i  +  A,fl'"-^+  . . .  -h  \m-ia  -f  A„=~a"\ 

qiii  n'est  autre  chose  que  l'öqualion  proposee,  dans  laquelle  x 
est  remplacö  par  a. 

185.  Remarque  II.  II  ne  faut  pas  affirmer,  en  vertu  dece  qui 
pr^cede,  quo  les  equations  [3]  ne  peuvent  jamais  conduire  ä  la 
rtisolution  d'une  equation  algebrique.  II  est  prouve  seulement, 
qu'en  chercbant  ä  atteindre  ce  but  par  l'^limination  de  (m  —  1) 
des  racines  cherchees,  on  serait  raniene  ä  l'equation  proposee 
elle-meme ;  mais  on  peut  concevoir  d'autres  manicres  de  pro- 
c6der.  Chercbons,  par  exemple,  ä  d6terminer  les  deux  racines 
a  et  b  de  l'equation  du  second  degre, 

x^  4-  Aia;  -{-  A.  =  0, 

en  faisant  usage  des  relations  : 

a-\-b  =  —  Ai,     ab  =  Ao. 

Formens  le  carre  de  la  premiere(^'quation,  et  retranchons-en, 
membre  ä  nieinbre,  la  seconde  equation,  apres  avoir  multiplie 
tous  les  termes  pai  4;  11  viendra  : 

(a  +  ^>)2  — 4a&  =  Ar--4A2, 
OU  -  (a  —  b)-  =  Ai'-  —  4  A, ; 


d'oü  a—b=äzs/\r  —  k\,. 

Connaissant  {a-\-b)  et  (a—b),  on  en  cbnclut  facilement  a  et  ^ 
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g  VI.  Theoreme  sur  les  racines  d'une  öquation. 

184.  Nous  terminerons  ce  chapitre,  en  pröclsant  davantage 
les  consequcnces  quc  Ton  peut  tircr  (170)  de  la  Substitution 
;de  deux  nombres  differents  dans  le  prcmier  membre  d'unc 
:6quation. 

j  Theoreme.  Si  deux  nombres,  a  et  ß,  substitues  ä  x  dans  le  prc- 
mier membre  d'une  equation  algcbrique  X  =  0,  donnent  des  re~ 
sulials  de  signes  contraires,  ils  comprennent  un  nombre  impair  de 
racines. 

II  faul  entendrc  que  les  racines  multiples  sont  comptees  un 
nombre  de  fois  egal  ä  leur  degre  de  multiplicit6. 

Soient  a,  b,  . ..  p,  les  racines  comprises  entre  « et  ß,  Q  le  quo- 
tient  de  la  division  de  X  par  {x — a)  {x  —  b)...{x — p)\  en  sorte 
que  Ton  a  identiquement : 

X=(a;— fl)  [x  —  b].,.  (x—p)  Q, 

Q  dcsignant  le  produit  des  facteurs  qui  correspondent  aux  ra- 
cines imaginaires  et  aux  racines  reelles  non  comprises  entre 
a  et  ß.  Si  Ton  fait  successivement,  dans  cette  egalite,  o;  =  «, 
ic  =  ß,  on  aura  : 

X„=(a  — fl)(a  — 6)...  (a— p)Q», 

Xß=(ß-«)(,8-^)...(ß-P)n^, 

Xa,  Q„  Xp,  Qß  dcsignant  ce  que  deviennent  les  polynomes  X,  0, 
lorsque  Ton  y  substitue  ä  x  \a  valeur  a  ou  la  valeur  ß.  Par 
hypotbese,  X«  et  X^  sont  de  signes  contraires  :  il  doit  donc  en 
6tre  de  möme  des  seconds  membres.  OrQ«  et  Qp  sont  de  mßmc 
signe  :  car,  sans  cela,  l'öquation  Q  =  0  aurait  une  racine,  au 
niüins  (170),  comprise  entre  a  et  ß.  II  laut  donc  que  les  pro- 
duits 

(    (a— a)(a  — 6)...(a  — /)), 
{    (ß_fl)(ß_i,)...(ß_p), 

soient  de  signes  contraires;  et,  comme  tous  les  facteurs  dupre- 
niier  sont  ncgatifs,  et  tous  ceux  du  second  posilifs,  il  faut  6vi- 
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demment  qne  le  nombre  de  ces  facleurs,  et,  par  suite,  le  nom- 
bre  des  racines  a,  b,...p,  soit  impair. 

On  verrait  absolument  de  la  mßme  maniere  que,  si  deux  nom- 
bres  donnent  des  resultats  de  meme  signe^  ils  comprennent  un  nombre 
pair  de  racines  (ce  nombre  peut  etre  zero). 

RESUME. 

16S.  Forme  generale  d'une  fonction  entiere  de  x.  — 166.  Touto  fonction, 
enliere  et  rationnelle,  d'une  variable  ac,  varie  d'une  maniere  continue. 
—  167.  II  en  est  de  mßme  de  töute  fonction,  dont  la  dörivee  ne  devient 
pas  infinie.' —  168.  On  peut  toujours  donner  ä  x  une  valeur  assez 
grande  pour  que  la  fonction  prenne  le  signe  de  son  premier  terme.  — 
169.  Signe  d'une  fonction,  de  degre  pair,  ou  d'une  fonction,  de  degre 
impair,  lorsque  la  variable  regoit  de  grandes  valcurs  positives  ou  nega- 
tives. —  170.  Si  deux  nombres,  a  et  6,  substitues  ä  x,  donnent  ä  f(x) 
des  valeurs  de  signes  contraires,  l'equalion  f{x)^=0  admet,  au  moins, 
une  racine  comprise  entre  a  et  6.  —  171.  M6me  theoreme,  pour  toute 
öquation  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  continue  de  x.  — 
172.  Une  öquation,  de  degre  impair,  a  toujours  une  racine  reelle,  de 
signe  contraire  ä  son  dernier  terme.  —  175.  Une  equation,  de  degre 
pair,  dont  le  dernier  terme  est  negatif,  a  au  moins  deux  racines,  l'une 
positive,  l'autre  negative.  —  174.  On  admet  que  toule  equation  a  une 
racine  reelle  ou  imaginaire.  —  17ij,  Toute  equation,  de  degre  w,  a  pre- 
cisement  m  racines ;  et  son  premier  membre  est  le  produit  de  m  facteurs 
du  premier  degre.  —  176.  Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  peut 
elre  nul ,  que  si  Tun  des  facteurs  est  egal  ä  zero.  — 177.  Deux  equa- 
tions,  qui  ont  les  mömes  racines,  ne  differentque  par  un  facteur  con- 
stant.  —  178.  Deux  polynomes,  de  degr6m,  egaux  pour  (to4-  1)  va- 
leurs de  la  variable,  sont  identiques.  —  179.  Definition  des  racines 
6gales. —  180.  Si  {a-\-b^—l)  est  m  fois  racine  d'une  equation,  ä 
coefficients  reels,  il  en  sera  de  m^me  de  (a  —  b  y/ —  l).  —  181 .  Expres- 
sion des  coefficients  d'une  öquation,  en  fonction  des  racines.  — 
182.  Les  relations  ne  peuvent  pas  conduire,  par  elimination,  ä  laröso- 
lution  de  l'equation.  —  183.  II  ne  faut  pas  affirmer  que,  par  une  autre 
voie,  il  soitimpossible  qu'elles  fournissent  l'expression  des  racines. — 
184.  Si  deux  nombres,  a  et  ß,  substitues  dans /(cc),  donnent  des  rösul- 
tats  de  signes  contraires,  ils  comprennent  un  nombre  impair  de  racines; 
s'ils  donnent  des  resultats  de  m6me  signe,  ils  en  comprennent  un  nombre 
pair,  ou  n'en  comprennent  aucune. 
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'.EXERCICES. 

I.  Trouver  le  maximum  du  produit  a;(p  — «'),  lorsque  «  varie  de  0  ä  p. 
En  conclure  Ics  conditions,  pour  que  requation 

x{p  —  x)=q 
admotte  denx  racines  positives. 

On  trouve  hi  condition  'tp^  >  21  q^. 

II.  Chercher  les  conditions,  pour  que  l'equation 

a"  — px"  -f  q  :=0 
adnictte  doux  racines  positives. 
On  trouve  la  condition 

n^(m  —  ?))*'"''/)■  >  7)1"' <•/'""■". 


III.  L'equation 


'  +^.  +  ^.+....+^,  =  p. 


a;  —  a      x  —  b      x  —  c      x  —  ( 

admot  m  racines  reelles,  si  o,  b, ....  l  representent  m  nombres  distincts. 
On  applique  Ic  thcorJ;me  (IJO). 
IV.  Si  IV'quation 

x«  —  Aa;"--'  +  ßx"--  —  Cx"-^  +  Dx"-*— =  0. 

a  toutes  les  racines  reelles,  on  a,  necessairement : 
A-  — 2H>0, 
B'_6AC  +  2D>0, 
C  — 2BD  +  2AE-2K>0 


On  le  di^mnntrera,  en  posantt/  =  x';  et  en  remarquant,  qu'aprJs  avoir  rendu 
'('■iiuation  en  y  raiionntUe,  les  coel'ücients  de  cello-ci  doivent  6tre  a!tiTn,ilive- 
II  eilt  posilir-i  et  ncgnlif'«. 

^'.  Si  ai,  aj,  ....a, ,  sont  n  racines  de  röquation 

X-  +A,.^•-'+A^r"'-'  +  ■...^-A.  =  0, 
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les  (m  —  n)  autres  racines  satisfont  ä  r^quatioii 

x"-"  +  (Ar  +  Sa,)a;'"-''-'  +  (A,  +  Aila,  +  Sa.a-,)«;'»-"-^ 

+  (A,  +  A.Iai  +  Aila.aj  +  Ia,a,aj) .x-"'-»-''  +  ....  =  0  ; 

Sai,  Saiaj,  Saia2a3  designant  la  somme  des  racines,  les  sommes  de  leurs  pro- 
duits  deux  <i  deux,  trois  ä  trois,  etc.,  en  comprenant,  dans  ces  sommes,  les 
produits  oü  la  mtrae  racine  figure  plusicurs  fois. 

On  applique  le  tlieoreme  (181). 


CHAPITRE  IL 

TBEOREME  DE  DESCARTES.  —  TUEOREME  DE  ROLLE. 

§  I.  Theoreme  de  Descartes. 

183.  Definition.  Le  biit  de  ce  paragraphe  est  la  dcmonstra- 
tion  d'un  theoreme  celöbre,  qiii  permet  d'assigner,  ä  la  seiile 
inspection  d'une  equation  algebrique,  une  limite  superieure  du 
nombre  dos  racines  positives  qu'elle  peiit  avoir. 

La  demonstration  de  ce  theoreme  rcpose  sur  im  lemme,  que 
nous  ötablirons  d'abord. 

Lorsque  deux  termes  consecutifs  d'un  poIynome  sont  de  si- 
giies  conlraires,  on  dit  qu'ils  prösentent  une  Variation  de  signe : 
Jorsqu'ils  ont  le  meme  signe,  on  dit  qu'ils  pr6sentcnt  une  perma- 
nence. 

186.  Lemme.  Si  Von  multiplie  par  (x  —  a)  un  polynome  ra- 
lionnel  et  entier,  ordonne  suivant  Ics  puissances  dkroissantes  de  x, 
Us  coeßcients  du  produit,  considcres  ä  pariir  du  premier,  prcscntent 
au  moins  une  Variation  de  signe  de  plus  que  ceux  du  multiplie ande. 
On  suppose,  bien  entendu,  dans  Tenonce  prec^dent  que  a  de- 
signe  un  nombre  positif. 

Soit  /  {x)  le  multiplicande  consid^re.  Supposons,  pour  fixer 
les  idees,  que  son  premier  terme  ait  un  coefficient  positif;  de- 
composons  ce  polynome  en  groupes  de  termes,  dans  cbacun 
dcsquels  lous  les  coefficients  aient  le  meme  signe.  Le  premier 
groupe  se  composera  du  premier  terme  et  de  tous  les  termes 
positifs  qui  le  suiventsans  Interruption  ;  le  second  groupe  com- 
mencera  au  premier  terme  n6gatif,  et  comprendra  tous  les 
termes  n^gatifs  compris  entre  celui-lä  et  le  premier  des  termes 
positifs  qui  viennent  apres;  ce  terme  sera  le  premier  du  troi- 
si^me  groupe,  et  ainsi  de  suite  :  il  est  bien  entendu  que  cbaque 
groupe  peut  ne  contenir  qu'un  seul  terme.  ficrivons  le  premier 
terme  de  cbaque  groupe  : 

[1]  Aa"'-}-+...— Pa;" ...  +  0a;«+... 

_  aa;" ...±  LV±  ...±V, 
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les  termes,  que  Ton  n'ecrit  pas,  6tant  tous  de  möme  signe  qiie 
le  premier  terme  öcrit  ä  leur  gauche,  et  qui  commence  le 
groupe  auquel  ils  appartiennent.  II  est  bon  de  remarquer,  que 
tous  les  termes  Berits  servent  de  commencement  ä  un  groupe, 
ä  rexception  du  termei  V,  qui  termine,  au  contraire,  le  groupe 
auquel  il  appartient. 

Multiplions,  actuellement,  le  polynome  ainsi  ecrit  par  le  mul- 
tiplicateur  (x — a);  et  attachons-nous  seulement  ä  former,  dans 
le  produit,  les  termes  en  aj"*"^*,  x''+^',  a;''"^S  a;'""^', ...  a;"+*,  et,  en 
outre,  le  dernier  terme  ±  V«. 

On  verra  tout  de  suite  : 

Que  le  coefficient  du  terme  en  a;'"+*  est  positif; 

Que  le  coefficient  du  terme  en  x^-*-^  est  n^gatif ; 
Que  le  coefficient  du  terme  en  a;'^'  est  positif; 

Que  le  coefficient  du  terme  a;"+'  a  le  signe  db,  c'est-ä-dire  le 
meme  signe  que  celui  du  terme  en  a;"  dans  le  multipli- 
cande. 

Le  terme  ena;'"+',  dans  le  produit, proYient,en  effet,  du  produit 
de  Ax"'  par  x. 

Le  terme  en  x^-^'-  provient  du  produit — Pa^^+^de  — Pa;''  parrr, 
et  du  produit,  par  —  a,  du  terme  qui  pr^cede  imm6diatemcnt 
—  Pa;P;  or,  ce  terme  ayant,  d'apres  nos  Conventions,  un  coeffi- 
cient positif,  son  produit  par  —  a  aura  un  coefficient  negatif,  qui, 
ajout6  ä  —  P,  coefficient  de  —  Pa;''"*'^  donnera  neccssairement 
une  somme  negative.  Le  terme  en  x^+^  provient  du  produit 
-f  Qx''*^  de  -}-  Qx'^  par  x,  et  du  produit,  par  —  «,  du  terme  qui 
precede  immcdiatement  Qo;';  or,  ce  terme  ayant,  d'apres  nos 
Conventions,  un  coefficient  negatif,  son  produit  par —  a  auraun 
coefficient  positif,  qui,  röuni  ä  -j-  Q»  coefficient  de+na;«+',  don- 
nera n^ccssaircmant  une  somme  positive. 

La  demonstration  est  la  meme  pour  les  termes  suivants. 

Ajoulons  que  le  dernier  terme  du  produit,  provenant,  sans 
r^duction,  du  prodnit  de  rh  V  par  —  a,  aura  neccssairement  le 
signe  rp,  en  sorte  que  le  produit  peut  s'ecrire  : 

[2]  Aa-""'...  — P'a;P+'...  +  Q'a;«+»...-  1W+' ...±U'a;«+'  ...T^V«; 
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P',  Q',  R',  U',  .  .  .  dösignant  des  nombres  positifs,  et  les  termes 
non  öcrils  ayant  im  signe  incertain. 

Or,  ä  Finspection  de  ce  produit  [2],  on  voit  qii'il  a  au  moins 
une  Variation  de  plus  que  le  multiplicande  [1].  En  effet  :  de 
Aa;'"+*  ä  —  P'a;P+*,  nous  avons  au  moins  une  Variation  ;  et  il  n'y 
en  a  qu'ime  dans  la  parlie  correspondante  du  multiplicande. 
De  —  P'a;P+*  ä  +  Q'a?'-*"*,  nous  avons  au  moins  une  Variation  ;  et 
il  n'y  en  a  qu'une  dans  la  partie  correspondante  du  multipli- 
cande. Nous  conlinuerons  le  möme  raisonnement  jusqu'au  terme 
äzH'x"*^;  et  nous  verrons  qu'il  y  a,  jusqu'ä  ce  terme,  autant  de 
variations  de  signe,  au  moins,  dans  le  produit,  qu'il  y  en  a  en 
tout  dnns  le  multiplicande.  Mais,  apres  le  terme  dr  UV+»,  le 
produit  presente  encore,  au  moins,  une  Variation,  puisque  ce 
terme  n'a  pas  le  meme  signe  que  le  dernier  terme  zp  V«;  et, 
par  consequent,  11  y  a  dans  le  produit,  au  moins,  une  Variation 
de  plus  que  dans  le  multiplicande.  G'est  precisement  ce  qu'il 
fallait  demontrer. 

187.  Remarque.  Si  le  premier  groupe  du  produit  [2],  de 
Aa?"»**  ä  —  P'a;p+S  offre  plus  d'une  Variation,  il  en  presente  un 
nombre  impair,  puisque  ses  termes  extremes  n'ont  pas  le  m^me 
signe.  üonc  le  nombre  des  variations  introduites,  par  la  mulli- 
plication,  dans  cette  partie  du  produit,  est  pair.  II  en  est  de  meme 
du  nombre  des  variations  introduites  dans  cbaque  groupe,  jus- 
qu'au dernier  exclusivement.  Mais  ce  dernier  groupe,  qui  ne 
pr^sentait  aucune  Variation  dans  le  multiplicande,  en  presente 
dans  le  produit  un  nombre  impair.  Donc,  le  nombre  Mal  des 
variations  introduites  est  impair. 

188.  Limite  superieure  du  nombre  des  racines  positives 
d'une  equation.  Supposons  actuellement  que.  Ton  considtjre 
une  Equation  algöbrique 

<f(x)  =  0- 

et  soit  f(x)  le  produit  des  facteurs  simples,  qui  röpondent  aux 
racines  n(^gatives  ou  imaginaires  de  cette  6quation;  de  teile 
Sorte  qu'en  nommant  a,  ß,  y,  •  •  •  Ics  racines  positives,  on  ait : 

<f{x)  =  f{x)ix-«){x-p)ix-y).... 
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D'apreslelemme  prec6dent,leproduil/'(a;)(a; — a)admetau  moins 
une  Variation  de  plus  que  f{x)  :  le  produil  f{x)  (x  —  a)  {x  —  ß) 
cn  admet  une,  au  moins,  de  plus  que  le  precedent,  et,  par 
jiiite,  deux  de  plus  que  f{x)  :  f{x)  {x  —  «)  (a?  — ß)  {x  —  y)  en 
admet  au  moins  trois  de  plus,  et  ainsi  de  suite  ;  et,  par  cons6- 
quent,  lors  meme  que  f{x)  aurait  tous  ses  termes  de  meme  signe, 
le  produitcp(ir;)  a  autant  de  varlations,  au  moins,  qu'il  y  a  de 
racines  a,  ß,  y,.... 

Si  loutes  les  racines  de  cp  (a;)  =  0  etaient  positives,  on  suppo- 
serait  f{x)=:  1 ;  et  la  conclusion  n'en  sulisislerait  pas  moins. 

On  peut  donc  änoncer  le  th6oröme  suivant: 

Une  equation  algebrique, 

cp(x)=0, 

dont  le  premier  membre  est  une  fonclion  rationnelle  et  entüre  de  x, 
ne  peut  pas  avoir  plus  de  racines  posUives  quHl  n'y  a  de  variations 
de  signes  dans  les  coefficients  de  ©  (x). 

C'est  lä  le  th6oreme  connu  sous  le  nom  de  regle  des  signes  de 
Descartes. 

189.  Limite  superieure  du  nombre  des  racines  negatives. 
Soit 

[1]  <p(a;)=.0, 

une  Equation  algebrique.  Si  —  a  designe  une  racinc  negative  de 
cette  Equation;  on  a : 

<p(-«)=0; 

et,  par  suite,  a;  =  -f-  a  est  racine  de  r^qualion 

[2]  ^(_a,)=0, 

obtenue  en  changeant,  dans  la  proposee,  a;  en  — x.  Cette  Equa- 
tion [2]  admet  donc,  pour  racines  positives,  les  racines  nega- 
tives de  requation  [1];  et,  par  suite,  en  lui  appliquant  le  thöo- 
r^me  de  Descartes,  on  aura  une  limite  supöricure  du  nombre 
de  ces  racines  negatives.  Une  equation  ne  peut  donc  avoir  plus  de 
racines  negatives  qu'il  n'y  a  de  variations  dans  le  premier  membre 
de  sa  transformee  en  —  x. 
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190.  Remarque.  Le  iKeoreme  de  Descartes  fournit  une  limite 
supericure  du  nombre  des  racines  positives  ou  negatives,  que 

"  peut  avoir  une  6qualion.  Mais  il  arrive  souvent  que  celte  limite 
n'est  pas  atteinte,  et  que  ie  nombre  des  racines  positives,  par 
exemple,  est  moindre  que  le  nombre  des  variations  du  premier 
membre. 

On  peut  d6niontrer  seulement  que,  si  ces  deux  nombres  son 
differentSy  Icur  difference  est  toujours  un  nombre  pair. 

En  d'autres  termes,  si  une  equation  a  un  nombre  pair  de  variß' 
tions,  eile  a  aussi  un  nombre  pair  de  racines  positives;  et,  si  eile  a 
un  nombre  impair  de  variations,  eile  a  un  nombre  impair  de  ra- 
cines positives. 

Remarquons,  pour  le  prouver,  qu'une  6quation,  qai  a  un 
nombre  pair  de  variations,  a  evidemment  son  dernicr  lerme 
positif;  par  suite,  en  faisant  a;=:0  et  rc  =  oo ,  on  aura  des  r6- 
sultats  de  meme  signe;  le  nombre  des  racines  positives  est  donc 
(184)  pair.  Si  le  nombre  des  variations  est  impair,  le  dernier 
lerme  est  negaiif;  x  =  0,  subsliluc  dans  le  premier  membre, 
donne  donc  un  r^sultat  negaiif;  ä;  =  oo  donne  loujours  (IGU) 
un  rösultat  positif;  et,  par  suite  (184),  enlre  0  et  oo,  il  y  a  un 
nombre  impair  de  racines  positives. 

191.  Limite  inferieure  du  nombre  des  racines  imagjnaires. 
II  arrive  souvent  que  l'application  de  la  regle  de  Descartes  renü 
certaine  l'existence  de  racines  imaginaires.  Si,  en  effet,  le 
nombre  possible  de  racines  positives,  ajoute  au  nombre  pos- 
sible  de  racines  negatives,  forme  une  somme  moindre  que  le 
degre  de  requation,  il  faut  bien  qu'il  y  ait  des  racines  imagi- 
naires. 

Soit,  par  exemple,  l'^quation 

son  premier  membre  n'a  qu'une  Variation;  eile  ne  peut  donc 
avoir  qu'une  seule  racine  positive. 
Si  011  cliange  x  en  —  x,  la  transformöe  est; 

a;8  —  bx'  —  2x  —1=0, 
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qui  n'a  aussi  qu'iine  Variation,  et  qui  ne  peul  avoir,  par  suite, 
qu'iine  racine  positive.  La  proposee  ne  peut  donc  avoir  qua 
deux  racincs  reelles;  et  eile  a,  par  consequent,  au  moins,  six 
racines  imaginaires. 

On  peut  remarquer  que  les  deux  racines,  que  la  regle  de 
Descartes  indique  comme  possibles,  existent  certainement  dans 
ce  cas ;  l'exces  du  nonibre  des  variations  sur  le  nombre  des  ra- 
cines positives  6tant,  cn  effet,  pair  (190),  il  faulbien  qu'il  soit  0, 
dans  le  cas  oü  il  n'y  a  qu'une  seule  Variation. 

S  II.  Tkeorerae  de  Rolle. 

192.  Theoreme.  Deux  racines  reelles  consecutives  a.  et  h,  d'une 

equation  cp  (\)  =  0,  comprennent  au  moins  une  racine  reelle  de  la 
derivee  «,'(\)  =  0. 

En  effet,  si  l'on  fait  varier  x  depuis  a  jusqu'ä  b,  (f{x)  part  de 
zero  pour  revenir  ä  zero ;  cette  fonclion,  qui  est  continue,  va 
donc  d'abord  en  augnientant,  pourdiminuer  ensuite;  ou  bien, 
eile  commence  par  diminuer,  pour  aller  ensuite  en  augmen- 
tant.  Dans  les  deux  cas,  la  deriv6e  cbange  de  signe;  et  comme 
eile  est  continue,  eile  passe  par  zero,  pour  une  valeur  de  x  cora- 
prise  entre  a  et  b.  G'est  ce  qu'il  lallait  demontrer. 

Comme  la  fonclion  peut  subir,  entre  a  et  b,  plusieurs  alterna- 
tives d'accroissemenl  et  de  diminution,  la  derivee  peut  s'annuler 
plusieurs  fois  dans  rintervallo.  II  peut  donc  y  avoir  plusieurs  ra- 
cines de  la  derivee  compriscs  entre  deux  racines  consecutives  de  la 
proposee. 

Ge  Ih^oreme  est  vrai  poür  toule  öquation  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  continue  de  x,  quand  sa  d6riv6e  elle- 
meme  est  continue. 

195.  GoROLLAiRE.  II  rcsultc  de  lä  que  deux  racines  consecu- 
llves  de  la  derivee  peuvent  ne  comprendre  aucune  racine  de  la  pro- 
posee, mais  quelles  n'en  comprennent  jamais  plus  d'une.  On  voit, 
cn  effet,  d'une  part,  que,  si  deux  racines  consecutives  a,  b  de 
la  proposee  comprennent  plusieurs  racines  a',  b',  ...  de  la  deri- 
vee, ces  racines  a',  b'  de  la  derivee  ne  comprennent  pas  de  ra- 
cine de  la  proposee  :  et  l'on  voit,  d'autre  part,  que  si  deux  ra-  • 
eines  consecutives  a',  b'  de  la  d6riv6e  comprenaient  plusieurs 
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racines  a,  6,...  de  la  propos6e,  ces  racines  a,  b  de  la  proposöe 
ne  comprendraient  pas  de  racines  de  la  d^rivee  :  ce  qui  n'est 
pas  possible. 

194.    NOMBRE   DES  RACINES  REELLES  d'UNE  EQUATION.  Oll  COM- 

clut  de  ce  qui  pr6cede,  que,  si  Von  sait  trouver  les  racines  de  la 
derivee,  on  pourra  compter  le  nombre  des  racines  reelles  de  la  pro- 
posee.  Soient,  en  eflet,  a',  b',  c',...  l',  les  racines  reelles  de  la 
denv(§e,  rang^es  par  ordre  de  grandeur  :  substituons  successi- 
vement  ä  x,  dans  le  premier  membre  de  la  propos^e,  les 
nombres 

—  00,  a',  b',  c',....  l',-\-cß. 

Si  deux  substitutions  cons^cutives  donnent  des  r^sultats  de 
signes  contraires,  il  y  a,  dans  l'intervalle  correspondant,  iine 
racine  au  moins  de  la  proposöe  (170)  et  une  seule  (193). 
Si  les  rösultats  sont  de  meme  signe,  il  n'existe  dans  Tintervalle 
aueune  racine  de  la  propos^e;  car  il  ne  saurait  s'en  trouver 
plus  d'une  (193).  Alnsi  chaque  changement  de  signe,  dans  les 
substitutions  successives,  prouvera  rexislence  d'une  racine 
reelle  de  la  proposee. 

Si  l'on  d6signe  par  n  le  nombre  des  racines  reelles  de  la  de- 
rivee,  (w-}-l)  sera  le  nombre  desintervalles;  et  par  suite(n+l) 
sera  la  limite  sup^rieure  du  nombre  des  racines  reelles  de  la 
propos6e. 

On  voit  encore  que,  si  une  ^quation  a  toutes  ses  racines 
reelles,  sa  derivee  a  aussi  toutes  ses  racines  reelles;  car  les 
m  racines  reelles  de  la  proposee  fournissent  (m —  ])  inlervalles, 
dans  chacun  desquels  doit  se  trouver,  au  moins,  une  racine  de 
la  d6riv6e  (qui  n'a  que  m—  I  racines.)  La  röciproque  n'est  pas 
vraie. 

iOo.  Appligatioisi  a  l'^quation  du  troisieme  degre.  Si  l'on 
considere,  en  particulier,  l'^quation  du  troisieme  degr6,  sous 
la  forme  simple 

I  cc^  +  px  -|-  </  =  0, 

on  remarque  que,  pour  qu'elle  alt  ses  trois  racines  reelles,  il 
faut  d'abord  que  sa  derivee,  3x*-^p  =  0,  ait  ses  deux  racines 
reelles;  car  si  celles-ci  etaient  imaginaires,  la  proposee  ne  pour- 
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rait  avoir  (194)  plus  d'uneracine  reelle.  II  faut  donc  quep  soit 
n^gatif ;  et  alors  les  racines  de  la  derivöe  sont : 

II  faut,  en  outre,  qu'en  su])stituant  successivement  ä  x,  dans  le 
premier  meinbre  de  la  proposee, 

-=0,  -v/-f.  +\/-I.  +", 

chaque  Substitution  amene  un  changement  de  signe  (194).  Or, 
la  Substitution  de  —  «  rend  l'expression  negative,  et  celle  de 
+  C0  kl  rend  positive;  il  faut  donc,  et  cela  suffit,  que  Ton  ob- 
tienne  le  sigue  -j-  en  subslituant  la  plus  petite  racine  de  la  de- 
rivee,  et  le  signe  —  en  substituant  la  plus  grande.  Or,  le  pre- 
mier membre  x^  -\-  px  -}-  q  peut  se  mettre  sous  la  forme 
x{x^-\-  jj)  -\-  q-  Les  conditions  necessaires  et  sufüsantes  sont 
donc  fournies  par  les  inegalites  : 

Distinguons  deux  cas  :  1°  Si  ^  est  posilif,  commep  est  negalif, 
la  premifere  in^galitö  est  n^cessairement  verifi^e;  quant  ä  la 
seconde,  on  peut  l'ecrire  : 


g< 


2p,/    P. 


ei,  comme  les  deux  membres  sont  positifs,  on  peut  les  elevei> 
au  carr6  (I,  20ö);  et  l'on  a  : 
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2»  Si  q  est  n^gatif,  la  seconde  in{»galit6  est  n6cessairement 
verifiee.  Quant  ä  la  premiere,  on  peut  l'ecrire  : 

ou,  en  61evant  au  carr6  les  deux  membres  qui  sont  positifs, 
-'■^>f'    ouencore     (|y+0y<o.  [1] 

Teile  est  donc  [1]  la  condition  n6cessaire  et  süffisante,  pour 
que  l'equation  du  troisieme  degrä  ait  ses  trois  racines  reelles. 
(Celle  condition,  on  le  voit  ais6ment,  comprend  la  premiere 
p<0.) 

RfisuÄnS. 

18ä.  Definition  des  variations  et  des  permanences.  —  186.  Si  Ton  multi- 
plie  un  polynome  entier  en  x  par  (cc  —  a),  a  etant  positif,  le  produit  a, 
au  moins,  une  Variation  de  plus  que  le  multiplicande.  — 187.  Le  nom- 
bre  des  varialions  introduites  est  impair.  —  188.  Le  nombre  des  ra- 
cines positives  d'une  equation  ne  peut  surpasser  le  nombre  des  varia- 
tions de  son  premier  membre.  —  189.  Limite  superieure  du  nombre 
des  racines  negatives.  —  190.  L'exces  du  nombre  des  variations  sur  le 
nombre  des  racines  positives  est  un  nombre  pair.  — 191.  Limite  infö- 
rieure  du  nombre  des  racines  imaginaires.  —  192.  Deux  racines  reelles 
consecutives  d'une  öquation  comprennent,  au  moins,  une  racine  röelle 
de  la  derivee.  —  193.  Deux  racines  reelles  consecutives  de  la  deriv6e 
peuvent  ne  comprendre  aucune  racine  de  la  proposee;  elles  n'en  com- 
prennent jamais  plus  d'une.  — 194.  Lorsqu'on  sait  trouver  les  racines 
de  la  derivee,  on  peut  compter  les  racines  reelles  de  la  proposee.  Pour 
qu  une  equation  ait  loutes  ses  racines  reelles,  il  faut  que  sa  derivee  ait 
loutes  ses  racines  reelles;  mais  cela  n'est  pas  süffisant. —  19ä.  Con- 
dition pour  que  l'equation  du  troisieme  degre  ait  ses  trois  racines 
reelles. 

EXERCICE8. 

I.  Lorsqu'une  Equation  algebrique,  de  degrd  m,  ä  coefficients  recls,  estcom- 
pli^te,  c'est-ä-dire,  lorsquc  son  premier  membre  conticnt  toutes  les  puissances 
de  a;,  depuis  la  puissance  m  jusqu'ä  la  puissance  zero,  si  toutes  ses  racines  sont 
reelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  egal  au  nombre  des  variations ,  et  le 
nombre  des  racines  negatives  est  6gal  au  nombre  des  permanences. 
Alg.  SP.  H.  12 
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II.  Si  une  öquation  Incomplete,  de  degre  m,  coiuieiit  7i  termes,  le  nombre 
des  racines  reelles  ne  peut  surpasser  (2w  — 2),  si  m  est  pair,  et  (2n  — 3),  si  m 
est  impair. 

On  applique  les  th6oremes  (188  et  189),  pour  ces  deux  exercices. 

III.  Si,  dans  une  equation  incomplete,  il  manque  un  nombre  pair  de  termes 
entre  deux  termes  de  meme  signe  ou  de  signes  contraires,  l'equation  a,  au  moins, 
autant  de  racines  imaginaires  qu'il  y  a  de  termes  manquants. 

IV.  Si,  dans  une  equation  incomplete,  il  manque  un  nombre  impair  de  termes 
entre  deux  termes  de  meme  signe,  il  y  a,  au  moins,  autant  de  racines  imagi- 
naires qu'il  y  a  de  termes  manquants  plus  un.  El  si  les  deux  termes,  qui  com- 
prennent  la  lacune,  sont  de  signes  contraires,  il  y  a,  au  moins,  autant  de  racines 
imaginaires  qu'il  y  a  de  termes  manquants,  moins  un. 

V.  Lorsqu'une  6quation  incompl&te  a  toutes  ses  racines  reelles,  il  ne  peut 
manquer  de  terme  entre  deux  termes  de  meme  signe ;  et  il  n'en  peut  manquer 
plus  d'un  entre  deux  termes  de  signes  contraires. 

VI.  Lorsqu'une  equation  incomplete  a  toutes  ses  racines  reelles,  le  nombre 
des  racines  positives  est  egal  au  nombre  des  variations;  et  le  nombre  des  racines 
negatives  est  6gal  au  nombre  des  permanences,  augment6  du  nombre  des 
lacunes.  • 

On  applique,  pour  les  exercices  III,  IV,  V,  VI,  les  tb^orömes  (188), 
189  et  191). 

VII.  Deux  racines  consecutives  d'une  Equation  comprennent  toujours  un  nom- 
bre impair  de  racines  de  la  derivee,  pourvu  que  l'on  compte  pour  deux  cbaque 
racine  double  que  peut  avoir  la  d6riv6e,  pour  trois  chaque  racine  triple,  etc. 

On  Studie  les  variations  du  premier  membre  de  l'equation  (193). 

VIII.  Si  Ton  a  une  Equation 

x'  +  Aia""-'  +  XiX'"-^  +  ....+  Am.ix  +  A„,  =  0 , 

et  que  l'on  multiplie  respectivement  ses  termes  par  a,  a  +  b,  a  +  2b,..,. 
a-\-{m, —  l)b,  a  +  mb  (a  et  6  etant  des  nombres  positifs),  on  forme  une  equation 
nouvelle,  qui  a  une  racine  comprise  entre  deux  racines  consecutives  de  la  pro- 
pos6e,  except6  entre  la  plus  petite  racine  positive  et  la  racine  negative  qui  la 

precede. 

I 

On  applique  le  theoreme  pr6c6dent  (VII). 

IX.  Si  dans  une  Equation  f{x)  =  0,  on  change  x  en  —x,  le  nombre  des  varia- 
tions, tant  de  la  proposee  que  de  la  transformöe,  ne  peut  eti-e  superieur  au  degre 
de  l'equation :  et,  quand  il  lui  est  inferieur,  la  difl'erence  est  un  nombre  pair. 

On  examine  comment  la  suppression  de  certains  termes,  dans  l'equation,  In- 
fi ue  sur  le  nombre  des  variations. 
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X.  Si  une  ^quation,  de  degr6  m,  pr6seate  v  variatioas,  eile  a,  au  plus,  {m  —  v) 
racines  negatives. 

Corollaire  du  thöor&me  IX. 

XI.  S'il  arrive,  qu'en  multipliant  le  premier  membre  d'une  equation  par 
(a; — a),  on  introduise  (2v  +  1)  variations,  requation  proposöe  a,  au  moins, 
2v  racines  imaginaires. 

Application  des  thöor&mes  X  et  191. 


CHAPlTRt:  III. 

TDEOniE  DES  RACINES  EGALES. 

g  I.  Facteurs  communs  ä  deux  polynomes. 

196.  Definition  DL  plus  grandcommun  diviseuralgebrique. 
Nous  avons  vu  (173),  qu'une  fonction  enliere  de  la  variable  o? 
peut  toujours  se  decomposer  en  facteurs  du  premier  degre,  de 
la  forme  {x  —  a),  a  designant  un  iiombre  r^e\  ou  une  expression 
iniaginaire  ind^pendante  de  x.  La  decomposition  iie  peut  se 
faire  qued'une  seule  maniere;  et  chaque  polynome  admet  seu- 
Icment  un  noinbre  de  facteurs  egal  ä  sou  degre.  En  gönöral, 
deux  polynomes  differents  admeltront  des  facteurs  inegaux;  et 
ce  sera  seulement  dans  des  cas  parliculiers,  qu'ils  en  auront  un 
ou  plusieurs  de  communs.  11  est  imporlant,  dans  plusieurs  re- 
cherchesd'algebre,  de  savoir  döcider,  si  deux  polynomes  donn6s 
se  trouvent  pr^cis^ment  dans  un  de  ces  cas,  et  quel  est  alors  le 
produit  des  facteurs  communs,  que  l'on  nomme  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  polynomes. 

197.  Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
POLYNOMES.  Soient  cp  {x)  et  cp,  (x)  les  deux  polynomes,  ordonnös 
suivant  les  puissances  d^croissantes  de  x.  Supposons  cp  (x)  de 
degre  supörieur  ä  cpi  (x),  et  divisons  le  premier  de  ces  polynomes 
par  le  second.  Soient  Q  le  quotient  et  tpj(aj)  le  reste;  on  aura: 

'^{x)  =  Q'-i'i{x)  4-  ®2(a;); 

et  celte  egalite  prouve,  que  le  produit  des  facteurs  communs  ä 
cp(a;)  et  ä  cpi(a;)  est  le  meme  que  celui  des  facteurs  communs  ä 
cpi(a;)  et  ä  <fi{x). 

Soit,  en  effet,  {x  —  a)  un  facteur  commun  ä  (f{x)  et  ä  ^i{x),  qui 
figure  p  fois  dans  cbacun  de  ces  deux  polynomes  ;  cp(a;)  et  ?,(;») 
etanl  divisibles  par  (x  —  a)?,  la  somme  cp(a;)  et  l'une  des  parties 
Q;pi(a;)  admettent  6videmment  ce  diviseur;  il  en  est,  par  suite, 
de  meme  de  l'autre  parlie  de  la  somme,  c'est-ä-dire  de  <Oi{x). 

On  verra  de  meme,  que,  si  cpj(u;)  et  <fi{x)  admettent  p  fois  un 
facteur  {x  —  a),  il  en  sera  de  meme  de  <p(a;). 
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II  est  hier»  eritendu  que,  dans  ce  qui  pr6c6de,  on  peut  avoir 
p=l. 

D'apr^s  cela,  les  facteiirs  communs  ä  <f(x)  et  ä  tp,(a;)  sont  les 
memes  que  les  facteurs  communs  ä  (Oi{x)  et  ä  cp2(a?) ;  ils  doivent 
6fre  pris,  dans  les  deux  cas,  avec  les  meines  exposants;  et,  par 
suite,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  o(x)  et  de  <fi{x)  estle 
meine  quecelui  de  (fi(x)  et  de  <p2(a;). 

On  ramenera,  de  la  meme  maniere,  la  recherclie  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  cp,(a;)  et  de  <^i{x)  ä  ceile  du  plus 
grand  connnun  diviseur  entre  '-Oiix)  et  le  rcste  <uz{x)  de  la  divi- 
sion  de  91  par  ©2-  On  conlinuera  ainsi  ä  subslituer  aux  poly- 
nömes  proposes  d'aulres  polynomes,  dont  le  degrö  ira  sans  cesse 
an  diminuant;  et  lorsquon  parviendra  ä  une  division  qui  se  fera 
cxactcment,  le  diviseur  de  celte  der niere  Operation  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherche. 

Sil'on  parvientä  un  restenutn^rique,  avant  d'avoir  rencontr6 
une  division  qui  röussisse,  les  polynomes  proposes  n'ont  aucun 
facteur  commun,  et  il  u'y  a  pas  de  plus  grand  commun  di- 
viseur. 

198.  Remarque.  En  chcrchant  le  produit  des  facteurs  com- 
muns ä  deux  polynomes,  on  ne  se  pröoccupe  aucunement  des 
facteurs  numöriques.  On  peut  donc  mulliplicr  Tun  des  polyno- 
mes donn6s,  ou  Tun  quelconque  des  restes  oblenus  dans  l'ope- 
ration  par  un  facteur  numärique  (pielconque.  On  profite 
souvcnt  de  cette  remarque,  pour  evilcr  rintroduclion  des  de- 
nominateurs  numöriqucs.  II  sut'fit,  pour  cela,  de  mulliplicr  les 
dividendes  successifs  par  le  coefficient  du  premier  terme  du 
diviseur;  et  Ton  doit  prendre  celte  precaulion,  non-seulement 
pour  les  fonctions  succcssives  ©,  91,  92,  tf3,--j  qui  servent  suc- 
cessivementde  diviseurs,  maisaussi  pour  les  dividendes  partiels, 
qui  se  pr^senlent  dans  le  cours  de  chaque  division, 

Supposons,  p;ir  exenqiie,  qu'en  divisant  cp(a;)  par  f  1(0?),  on  ait 
trouve  au  quolient  un  cerlaiii  nombre  de  termes,  dont  nous  re- 
pr6senterons  l'ensemblc  par  Qi. 

Soit  '\i{x)  ce  qui  raste  du  dividende,  lorsqu'on  en  a  retranch^ 
le  produit  de  Qi  par  le  diviseur ;  on  a : 

cp(.rO--Qi?i(a^)  +  'K-'p) 
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et  Ton  prouvera,  comme  au  n°  197,  que  les  facteurs  communs 
ä  <f{x)  et  h  (^i{x)  sont  les  memes  que  les  facteurs  communs  ä  <\i{x) 
et  k  ^i(x),  et,  par  suite  aussi,  que  les  facleurs  communs  ä  b^{x)  et 
ä  (fi(x),k  etantune  constante  quelconque.  Ilestdoncpermis  de 
continuer  l'opcralion,  apres  avoir  multipli6  le  dividende  partiel 
<l!{x)  par  un  facteurnumöriqueÄ;. 

On  peut  aussi  diviser  Tun  des  polynomes  ou  Tun  des  restes, 
par  un  diviseur  num^rique  qui  serait  commun. 

199.  ExEMPLE  I.  Soit  ä  chercher  le  produit  des  facteurs  com- 
muns aux  deux  polynomes: 

ix"^ — 3x^-\-x^ — iiX^-{-  12a; — 4, 
[2x'  —  6x''-\-3x^  —  3x-{-l. 

Voiei  le  tableau  des  Operations  : 

9{a;)=  «'  — 3««+    a;»  — 43;^+ 12a;— 4, 
9,(a;)=:2x<  — 6a;'  +  3a;2  — 3a;  +1. 

Premiere  Operation  partielle. 
Prod'  du  div""  par  2. . .  2x'— f),x«+2a;='— 8a;2+24x— 8      I  2t<— 6a;'+3a;'— 3.t;+1 


2.T'— exe+Sa-s— 3a;'+     x^ 


—  x'  +  -6x*—  x^—  8a^'+24a:—  8 
Prod'  du  rcste  par  2...  — 2a;^+6x*— 2a;^— 16a;'^+48j;— 16 

— 2a;^+6a;^— 3.'c'+  3^;^-    x 


a;^— I9x^+49a;— 16 


Deuxieme  Operation  partielle. 

2a;*—  63?+    3x'—      3x+l        |  a;^— 19x'+49a;— 16 
2a;'— 38x^+  98a:'—    323;  2x+32 

32a;3-  95a;'+    29a;+l 

32.r3— 608x2 -1- 1 568a;— 51 2 


613x^— 1539a;+513 


Quotient  du  reste  par  513...    a;^—      3a;+l 


Troisieme  Operation  par<ielle. 
a;3_]9.t2+49a;— 16  |  a;'-3a;+l 


a;' —  3a;2+    x  x — l(i 

— ]G.rH48.r— 16 
— lGi-+48.r— 16 
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Ains)  donc,  le  procluit  des  facleurs  communs  est  (x'^  —  3x-{- 1); 
et  l'oii  a : 

t^(x)  =  (x^—3x-{-])  (  a^  —  k), 

(p,(rr)  z=  (;r^  —  307  +  1)  (2a;^  +  1). 

On  remarqiiera  que,  dansles  Operations  pr^c^dentes,  le  poly- 
nome  o(x)  et  le  premier  reste  de  la  premiere  division  ont  ele 
miriliplies  par  2,  et  que  le  reste  de  la  seconde  division  a  616  di- 
vis6  par  513,  Gelte  introduction  et  cette  suppression  de  facteurs 
numeriqiies  sont  permises,  comme  on  l'a  remarque  plus  haut, 
quoiqu'elles  chnngent  les  quotients  successivement  obtenus. 
Ainsi,  par  exemple,  en  divisant  (ü(x)  par  <pi(a;),  sans  faire  usage 

de  ces  simpliflcations,  on  trouverait  pour  quotient  (- |,au 

lieu  de  (x^  —  x)  que  nous  avons  obtenu;  mais,  les  quotients  n'^- 
tant  d'aucun  usage,  cela  n'a  pas  d'inconv6nients. 

Exemple  II.  Considerous,  pour  second  exemple,  les  deux  po- 
lynomes  : 

r  (^{x)  =  x^  —  'i9x^  +  67  x^  +  1  Oo;''  —  25a;  —  4, 
■  ( ^i(x)  =  2x^  —  18a;*  +  39a;'  —  253;^  -f  a;  + 1 . 

Voici  le  tableau  des  Operations : 

2a;«  —  98x«4-134a;'+  20x2 -50a;—  g  1  2x^— 18a;<+39.r='-25.T'+a;+l 

2xg— 18x^+  39x^—  2Sx^+      x'^+    x  x+9 

ISx^— 137x'  +  159x'+  19x2— 51a:—  g 

18x5— 162a;*  +  351x'— 2-25x^+  9x+  9 

25.x*—  1 92x^+244x''- 60x— 1 7  . 

6Cü5—  450x<+     975x3—     625x2+    25x+    25  1  25xi— 192x3+244x°— 60.r— 17 
50x5—  38  u-*  4-    488x3—     120x2—    34.^.  2x  — 66 

—     G6x*+     487x^—     505x2-1-     59^;^     ^5 

— 1650x<+12175x3— 12625x2+1475x+  625" 

— 1650xHl'2672x3-16104xH3960x+1122 

—  497x3+  3179x2— 2485X—  497  ''■ 

—  x3+    7x-'—   5x—   1 

25x<— 192x3+244x-— 60x— 17   1  x3— 7x2+5x+I 


25x<— 175x3+1  •?5x'—25x  25x-17 

—  17x'+119x— 85x— 17 

—  17x3+119x2— 85x— 17 
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Le  produil des facteurs communs  est  donc  (o;'  —  'Jx'^-{-hx-]-\); 
et,  en  divisant  par  ce  produit  les  deux  polynomes  (f{x)  et  (fi{x), 
on  aura : 

tp(a?)  =  (a;^  —  7x'--\-kx-\-l)  (x^  +  7x^  —  bx  —  4), 

(p^(a;)  =  {x^~  7x^-\-  bx  +  1)  {2x'-  —  kx-{-  1). 

Nous  remarquerons,  comrae  plus  haut,  que  diverses  simpli- 
fications  ont  6t6  apport6es  aux  divisions  prec6dentes.  Dans  la 
premiere  on  a  multiplie  Ic  dividende  par  2.  Dans  la  seconde, 
le  dividende  a  et6  multiplie  par  25,  ainsi  que  le  premier  divi- 
dende particl ;  le  reste  a  et6  divise  par  497. 

ExEMPLE  III.  Nous  chercherons  encore  le  plus  grand  commun 
diviseur  enlre  les  deux  polynomes: 

{ cp(a7)  =  x'^—lx^-\-l bx''  —  hOx^  -\- kS X  —  1 6, 
( a>i(a;)  =  &x^  —  35a;'  -f  60x^  —  80a;  -f  48. 

Voici  le  tableau  des  Operations : 

6a;«— 42^^^+  90a»*-240a;2+  288x-  96   1  6a;^-35a;*+60a;5-80.T-h48 


Gx-"— 35a:''+  60.i^—  8H.r^+    48a;  x  —  1 

—  7a;-'' +  30a:^— lü(ij;^+  24üa;—  96 

— 42a;5+l8üa;'— 760a;'^+1440a;— 576  ' 

— 42a;^+245.r''— 42na;3-[-  560a;— 336 
— Ü5a;^+42UJ^-  'Jöü.i;-+  88Uj— 240 
— 13a;3+  84a;*-192a;'+  176a;—  48 

78a;-''— 455a;<+  780a;3-  1040a;  +     624     1  13a;*— 84a;3+ 192a;'— 176a; +48 
78a;^— 504a;<+1152a;3—  1056a;^-f     288x  fo+69  '         ' 

+  kdx*—  'M1x'+   lOr-ißg---  1328.T+  624 

637a;>— 4836a;3+ 1 3728a;2— 1 7264a;+8I  12 

637x^-41 16.T3+  940Sa;2-  8624.r+2352 


—  72Qa;^+  43-.'0a-'^—  864Ua-+5760 

—  x^=        6a;'—      12a;+      8 

13«*— 84x'+192a;2— 176a;+48  1  a;^— 6.T*+12a;- 
t3a;3— 78.r3+156a;'-104a;  13j;-6 

—  6a;'+  36a;2—  72a;+48 


—  6a;-'4-  36x'—  72a;+48 

Donc  le  facteur  commun  est  x^ —  6a;^  +  12a;  —  8. 
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Dans  ces  divisions,  or  a  inlroduit  et  supprime,  comnie  dans 
les  prec6dentes,  des  facteurs  num^riques,  que  le  lecleur,  suCü- 
samment  averti,  apercevra  sans  peine. 

§  II,  Racines  communes  ä  deux  equations. 

200.  Moyend'obtenir  les  racines  communes  a  deux  equations. 
La  th^orie  qui  precede  permet  de  ramener  la  recherchc  des 
racines  communes  ä  dcux  Equations,  ä  la  resolution  d'une  eqiin- 
tion  qui  ne  contient  plus  qu'elles  seules,  et  qui  est,  par  cons(> 
quenl,  de  degre  moindre  que  les  proposees.  II  estclair,  en  efTet, 
que  le  produit  des  facleurs  communs  ä  deuxpolynomes,  etant  egale 
ä  zero,  donnera  precisemeiU  les  racines  qui  les  annuknt  Vun  et 
Vautre. 

Soient,  par  exemple,  les  Equations  : 

x^  —  49x-*  +  67a;^+  lOa;'  —  £5.r  —  4  =  0, 

1x^  —  18a;^  +  39a?^  —  25.T-  4-  .t  +  1  =  0 ; 

on  avu  (109,  exemple  II),  que  le  produit  des  facteurs,  communs 
ä  leurs  premiers  meinbres,  est  : 

a;3  _  rjrj.1  _|_  5a;  _^  1 . 

et,  par  suite,  les  racines  communes  s'obtiendront  en  r^solvant 
requalion  du  troisieme  degre 

x^  —  Ix''  +  5a;  -j-  1  =  0. 

Gette  6quation  a  ^videmment  pour  racinea;^  1  :  son  premier 
membreestdonc  divisible  par(a;  —  1).  Le  iiiotient,  x'^—Qx  —  l, 
6gale  ä  z6ro,  lournira  les  deux  autres  racines  communes, 
a?  =  3  zh  \J\Ö. 

%  HI.  Des  racines  egales, 

201.  BUT  de    LA    THEORIE  DES  RACINES  EGALES.    LcS  pi'OCÖdÖS, 

cmploy^'S  pour  la  rcsolulion  des  äquations  numeriqucs,  exigcnt 
que  ces  6qualions  n'admettent  pas  de  racines  ögales.  liest  donc 
essentiel  de  rösoudre  les  deux  queslions  suivantes. 
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1°  Une  6quation  algebrique  6laTit  donn6e,  reconnaitre  si  eile 
a  des  racines  egales. 

2"  Une  equation  ayant  des  racines  Egales,  ramener  saresolu- 
tion  ä  Celle  de  plusieurs  aiitres  öquations,  de  degre  nioindre,  et 
dont  les  racines  soient  inegales. 

202,    MOYEN  DE  RECONNAITRE  SI  UNE  l^QUATION  A  DES  RACINES 

EGALES.  On  dit  qu'nne  equation,  9(3?)  =  0,  admet  n  fois  la  racine 
a,  lorsque  cp(a;)  est  divisible  par  {x —  a)".  Le  lliöoreme  suivant 
exprlme  les  conditions  n^cessaires  et  süffisantes,  pour  qu'il  en 
soll  ainsi. 

Theoreme  I.  Pour  qu'un  nombre  a  soit  n  fois  racine  d'une 
equation  algebrique  ce(x)  :=  0,  il  est  neccssaire  et  süffisant  que, 
substitue  ä  x,  il  annule  la  fonction  9  (x)  et  ses  (n  —  1)  premieres  de- 
rivees. 

On  a,  en  effet,  identiqueinent : 

x:=a-\-(x — a), 
et,  par  suite,  <p(a?)  — ®[a4-(^  — «)]. 

En  d6veloppant  9  [a-\-  {x  —  a)]  par  la  formule  generale  donnee 
(110),  ona: 

'  i.-2...m 

A  la  seule  inspection  de  cette  formule,  on  voit  que  la  condi- 
tion  6nonct>eest  süffisante.  Si  l'on  a,  en  effet,  a>  (o)  =  0, cp' (o)  =0, 
cp"-*  (rt)  =  0,  tous  les  termes  qui  restent  dans  le  second  mcmbre 
contiennent  {x  —  af  en  facteur;  et  ^{x)  est,  par  cons^quent, 
divisible  par  (x—a)". 

Je  dis,  de  plus,  que  celtecondiüon  est  n^cessaire;  supposons, 
en  effet,  que  o{x)  6tant  divisible  par  (a;— a)",  et  f{x)  6tanl  la 


THEORIE  GENERALE  DES  EQUATIONS.  187 

preniiSre  des  d6riv6es  de  a>  (x)  qui  ne  s'annule  pas  ponr  .r  =  a, 
on  aitp-<w;  requation  pr^cedentc  dcviendra  : 


P+-1 


I  '  '    1.2...w^ 

Si  Ton  divise  les  dcux  membres  par  [x—d)^,  il  viendra  : 

egalit6  impossible;  carcp(ic)  renfermant,  par  hypothese,  {x — a)" 
en  facteur,  et  n  6tant  plus  grand  que  p,  le  premier  metnbre 
s'annule  pour  a?  =  a,  et  le  second  prend  une  valeur  diflferente  de 

A  •      .       *"(«) 

zero, savoir :  ,   ,      . 
l.2.,.p 

On  peut  döduire  du  lh6oreme  pr^cMent  les  coiiditions  sui- 

vantes. 

205.  Theoreme  II.  Powr  qvbun  nombre  a  soit  n  fois  racine 
d'une  equation  algebrique  (p(x)  =  0,  ü  estnecessairs  et  süffisant  que, 
substitue  ä  x,  il  annule  le  polynome  9(x),  et  qiCil  soit,  en  outre, 
(n  —  1)  fois  racine  de  requation  derivee  ^'  (x)  =  0. 

II  rösulte,  en  efref,  du  thöoreme  pröc^dent,  que  les  conditlons 
n^cessaires  et  sulüsantes  sont  exprimees  par  les  6quations : 

(p(a)=0,    cp'(a)=0...,     cp"-»(a)=o, 

dont  les  (n —  1)  derniöres  expriment,  que  a  est  racine  de  requa- 
tion cp'  {x)  =  0  et  de  ses  (n — 2)  premiferes  d6riv6es;  et,  par  suite, 
en  vertu  du  mßme  tb6or6me,  que  o  est  (n — 1)  fois  racine  de 
l'6quation!»'(^)=0. 

SS04.  Remarque.  II  r^sulte  du  thöoreme  prec^dent,  que,  si  Ton 
d6compose  le  premier  membre  d'une  6qualion  et  sa  d6riv6e  en 
facteurs  simples  correspondants  ä  leurs  diverses  racines,  ä  cha- 
que  racine  multiple  a,  entrant  n  fois  dans  requation,  correspon- 
dront,  dans  lad^rivöc,  {n  —  1)  facteurs  6gaux  ä  (x — a);ensorte 
que,  si  une  Equation  cf>(a;)  =0  admet  n  racines  6gales  k  a,  p 


188  LIVRE  III. 

racines  (Egales  ä  b,  g  racines  Egales  hc,r  racines  Egales  ä  d,  etc., 
on  a  : 

o(x)={x-  aj^ix—by  (x—  c)''ix  —  dy..., 

tf'{x)  =  ix  —  aY-'{x—by-'{x—cy-'{x  —  dy-^...; 

et,  par  suite,  cp(a;)  el  (f'{x)  admettent  les  facleurs  communs 
{x—ay-\  {x—  h)^\  {x—cy-\{x—  dy-\  Je  dis,  de  plus,  qu'ils 
n'en  admettent  pas  d'aulres;  car,  s'ils  admellaient  iiii  facleur 
commun  (x  —  k),  k  serait  racine  de  (f{x)  et  de  !p'(a?),  et,  par 
suite  (202),  racine  double  de  tp(a;). 

Le  plus  grand  commun  diviseur,  entre  le  premier  membre  d\ine 
equation  et  sa  derivee,  est  donc  le  produit  des  facteurs  simples  cor- 
respondants  aux  racines  multiples,  l'exposant  de  chacun  d'eux  etant 
diminue  d^une  unite. 

Et,  pour  d^cider  si  une  equation  a  des  racines  6gales,  on 
cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  son  premier 
membre  etsa  d^rivee.  S'il  n'existe  pas  de  plus  grand  commun 
diviseur,  c'est  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  egales. 

203.  Reduction  d'une  Equation  qui  a  des  racines  egales, 
Les  tbßorömes  pr6c6dents  permettent  de  ramener  la  r^solution 
d'une  equation,  qui  a  des  racines  6gales,  ä  celle  de  plusieurs 
autres  6quations  qui  n'en  ont  pas.  Considerons,  en  effet,  une 
equation  cp(a;)  =  0;  et  concevons  son  premier  membre  decom- 
pos6  en  facteurs  correspondants  ä  ses  racines.  SoientXi,  Xj,  X3, 
X4  les  produits  des  facteurs  dechaque  degr6de  multiplicite,  pris 
cbacun  une  fois  seulemenl,  savoir  :  Xi  le  produit  des  facteurs 
simples;  Xj  le  produit  des  facteurs  qui  correspondent  ä  des  ra- 
cines doubles,  pris  chacun  une  fois  seulement;  et  ainsi  de  suite. 
En  Sorte  que  Ton  ait : 

Le  produit  des  facteurs,  communs  au  polynome  X  et  a  s.i  dt~ 
riv6e,  est,  d'apres  les  theoremes  pr6c6dents  : 

P=XÄ^X4'. 
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Le  produit  Pi  des  facleurs,  communs  ä  P  et  ä  sa  derivee,  est 
de  möine : 

p^^XsV- 

Enfin,  le  produit  Pt  des  facleurs,  communs  ä  Pi  et  ä  sa  de- 
rivee, est  : 

Si  r^quation  proposöe  n'admet  pas  de  racines,  dont  le  dögre 
de  multiplicite  surpasse  4,  Pj  n'aura  plus  de  facteurs  communs 
avec  sa  derivee;  sinon  il  faut  continuer  ä  operer  de  la  möme 
maniere,  jusqu'ä  ce  que  l'on  rencontre  un  resultat,  quin'ait  pas 
de  diviseur  commun  avec  sa  derivee.  Maintenant,  cn  divisant 
chacune  des  egalites  precedentes  par  la  suivante,  il  vient  : 

ife'=Q  =  x,x=x.x., 

p 

P.  =  X,; 

el,  en  divisant  chacune  de  celles-ci  par  la  suivante  : 

TT — Ai-       TT- —  Aa,       -TT- — A3,      rg  —  A4. 
Ui  U2  i  2 

On  pourra  donc,  par  de  simples  divisions,  trouver  Xj,  Xj,  X3, 
Xr,  et,  en  resolvant  les  6quations, 

X,  =0,    x,=  o,    x,  =  o,    x,  =  o, 

qui  n'ont  plus  de  racines  multiples,  on  obtiendra  s6par6ment  les 
racines  simples,  doubles,  Iriples,  quadruples....  de  la  propos6e. 

206,  ExEMPLE  I.  Appliquons  la  möthode  pr6c6dente  ä  1*6- 
quation 

^^x)^ß''-\-   40;"  + 2a;' +  12a; +  45  =  0. 
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On  a  :         <sf'{x)  =  kx^-\-  Ux'^  +  kx  -f  12 

Par  des  divisions  successives,  on  obtient  les  öqualions  sui- 
vantes  : 

4.cp(a;)=  (a;+l).cp'(a;)  — 8(a;2— 4a;— 21) 

<p'(a;)  =  4(a;+7). (a;2  — 4a;  — 21) -l-200(a;4- 3) 

a;2-4a;— 21=  (a;  +  3).(a;  — 7). 

Par  cons^quent,  le  facteur  commun  ä  <p(a;)  et  ?'(a;)  est  {x  +3). 
Donc  —  3  est  une  racine  double;  on  trouve,  en  effet,  par  la  di- 
vision  : 

?  (o?)  =  (o?  +  3)^  (a;-  —  2a;  4-  5) . 

ExempleII.  Soll  encore  r^quation 

•  (p(a;)=a;''— 10a;-+15a;— 6=0. 
Ona;  cp'(a;)-^5(a;*— 4a;+3). 

Les  divisions  consecutives  donnent  : 

ÄS-iOa;'4-15:>;  — 6=a;(a;*  — 4a;  +  3)  — 6(a;-  — 2a;+l) 

a;*  —  4a;  +  3  =  (a;' —  2a;  +  1 ) .  (3;=^ -f- 2ä;  4- 3) 

=  (a;— l)^(a;^+2a?  +  3). 

Le  plus  grand  commun  diviseur,  entre  (p(a;)  ety(a;),  est  donc 
(a? — 1)2; la  seule  racine  multiple  est  donc,  a;=l,  qui  figuretrois 
fois  dans  lapropos6e;  et  Ton  a,  en  effet : 

cp  (a;)  =  (a;  — 1)^  (a;2  +  3a; + 6) . 

ExEMPLE  in.  Soit  r^quation  : 

cp  (a;)  =  a?"  —  7a?«  + 1 5a;*— 400;=*  4- 48a;  —  1 6  =  0 ; 

la  prerai^re  deriv6e  est : 

({.' (a;)=  6a.'^- '35a;'-|- 60a;' —  80a;-|- 48* 
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Nous  avons  d^jä  trouve  (199),  que  le  produit  des  factcurs 
communs  ä  ces  deux  fonctions  est : 

x^—Q>x--\-lix  —  S, 

ou  (x—2)\ 

'    DonCj  requation  propos6e  admet  quatre  racines  egales  ä  2;  on 
a,  en  effet  : 

^(x)  =  {x—2y.{x'--\-x  —  \), 

ExEMPLE  IV.  Soit  enfin  l'^quation : 

(p(a;)  =  a;«  — 10a;2  +  47a;'— 140a;' -f  271a;'— 530a; -1-225  =  0; 
sa  derivee  est : 

<f'(x)  =  6a;^  —  50a;*-f-  188a;'—  420a5*4-  542a;— 330. 

Les  divisions  successives  donnent : 
6.  '~l{x)  =  o'x  (a;— 1)-1-^  (x'—  10a;'  -f  36a;'  ~  70a;  +  75) 

cp'(a;)=  2(3a;4-5)  (a;*-10a;'+3Ga;-— 70a;+75)+72(a;'-5a;'+l  la;-15) 

"      a;*—  10a;'-l-36a;'— 70a;-}-75==(a;'— 5a;'-j-lla;— 15)(a;— 5). 

Le  produit  des  facteurs,  communs  aux  deux  polynomes,  sera 
done  : 

a;'— 5a;- -f- IIa;  — 15. 

Si  nous  divisons  ce  produit  par  sa  d6rivee,  aprös  Tavoir  mul- 
tipliö  par  3,  nous  trouvons  : 


3a;*— 15a;- 4-3  3a;— 45 
—  5a;'-|-22a;  — 45 


3a;-— 10a;  4-  11 


x  —  5 
DU,  en  multipliant  de  nouveau  par  3, 

:  —  15a;- -f- 66a;  — 135 

16a;—  80; 

en  supprimantle  facteur  16,  le  dernierreste  peutötre  remplac6 
par  (a;  — 5);  sans  avoir  besoin  de  continuer  l'op^ration,  aprös 
cette  simpliücaüon,  on  voll  que  (3a;*—  1  Oa;+ 1 1)  n'est  pas  divisible 
pär  {x — 5);  car  il  ne  s'aniiule  pas  pour  x=-{-b:  Le  commun 
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diviseur  {x^ — ^x^-\-  l\x — 15)  entre  ^{x)  et  sa  dörivee,  n'a  donc 
pas  de  facteurs  mullipltis;  et,  par  suite,  ©(a?)  a  seulement  trois 
racines  doubles,  dont  les  valeurs  sont  les  racines  de  l'e- 
quation  : 

o;'— 5a;'^+ IIa;— 15  =  0. 

RESUMß. 

196.  Definition  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  poiynomes.  — 
107.  Moyen  de  l'obtenir,  par  un  procede  anaiogue  ä  celui  que  l'on  suit 
pour  deux  nombres.  —  198.  Remarque  imporlante  sur  l'introduction 
ou  la  suppression  des  facleurs  numeriques,  dans  le  cours  des  divisions 
ä  effectuer.  —  199.  Quelques  exemples.  —  200.  Recherche  des  racines 
communes  a  deux  equations.  —  201.  Rut  de  la  Iheorie  des  racines 
egales,  —  202.  Condilion  necessaire  et  saffi.=5ante  pour  qu'une  equation 
admelte  n  fois  la  racine  a.  —  205.  Aulre  forme  de  celte  condilion.  — 
204.  Produitdcs  facteurs  communs  au  premier  membre  d'une  equation 
et  ä  sa  derivee;  regle  pour  decider,  si  \mc,  equation  a  des  racines  egales. 
—  20Ü  Reduction  d'une  equation,  qui  a  des  racines  multiples,  ä  plu- 
sieurs  autres  qui  n'en  ont  pas.  —  200-  Quelques  exemples. 


EXERCICES. 

I.  Decomposer  en  facteurs  le  polynome 

/■(a;)  =  .'c5  — 2a;*  +  3a;3  — 7;(;2+  8.f-3. 
Ontrouve  f{x)  —  {x—\f{x''--\-x  +  Z). 

II.  Decomposer  en  facteurs  le  polynome 

/•{a;)  =  a«  — 6a;^  +  9a;i-f-8a;3-  24i--+  16. 
On  trouve  f{x)  —  {x  +  \y  [x  —  2y. 

III.  Decomposer  en  facteurs  le  polynome 

([X)  —  x^-r-2kx'^-\-  32x^  +  \k\  x"  —  384a;  +  256. 
On  trouve  f{x)  —  {x  +  4)=  [x  —  2) '. 

IV.  Decomposer  en  facleurs  Ic  polynome 

[■x)--x^  +  2x''  +  -ix^  —  x'  —  Hx^  —  l3x''-  12a;— 4. 
ün  trouve  T W  =  (a;' +  ic  +  2)=  (a;  +  I)  {x-  —  x  —  l) 
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V.  D^composer  en  facteurs  le  polynome 

/■(.T)+a;'  — lo.rs  _2x^ +  'i9x^ —  Gx''  +  44x  +24. 
On  trouve  f{r]  =z  [x  -  1)'  (.r  +  2)'  {x  —  3} . 

VI.  P  et  Q  designant  deux  polynomes  enx,  k  coefficients  reels  ou  imaginaires, 
qui  n'ont  aucun  facteur  commun,  et  P',  Q',  reprösentant  leurs  d6rivöes  :  si  l'ö- 
quation  P'-f  Q^z^O  admet  une  racine  double,  cette  raciiie,  reelle  ou  imagi- 
naire,  appartiendra  ä  l'equation  P'^+Q'^z^O. 

Exemple  : 

P  =  ,t2  — 1,     0  =  2a;,     p2  +  Q2— (a;2+ 1)',     P"  + Q"  =  4(a;'  + 1). 

oü's'appuie  sur  ridentite  : 

(  P  +  Q  \/=n)  (P  -  Q  \/3-i)  =  F  +  Q2. 

VII.  Si  o  est  n  fois  racine  de  requation  cp{x)=zO,  il  sera  (n  —  1)  fois  racine 
derequation  qu'on  obtient,  en  multipliant  les  termes  de  la  proposöe,  supposöe 
complete,  par  les  termes  successifs  d'une  progression  arithmetique. 

On  s'appuie  sur  le  th6oreme  (203). 
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CHAPITRE  IV. 

DES  RACIIVES  COMMErVSURABLES. 

§  I.  Des  limites  des  racines. 

207.  Definition.  On  appcHe  limite  superinire  des  racines  po- 
sitives d'une  equation,  toul  nombre  plus  gmnd  qua  la  plus 
grande  des  racines  positives;  limite  inßrieure,  tout  nombre  plus 
petit  que  la  plus  petita  d'entre  elles. 

On  nomme  limite  inferieure  des  racines  negatives  tout  nombre 
plus  petit  que  la  plus  petita  des  racines  negatives;  limite  supe- 
rieure,  tout  nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  d'entre 
elles. 

Lorsqu'on  a  ä  r6soudre  une  6quation  num^rique,  il  est  utile 
de  connailre  les  limites  de  ses  racines.  Voici  quelques  reglesä 
cet  cgard. 

208.  Pemiere  regle.  Si,  dans  une  equation ,  de  degre  n, 

aj™  +  Aio;"'-' + Aao;'"- 2+ . . .  4- A  ^_,a; + A« = 0, 

la  valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient  ncgatif  est  N,  et  si  n  est 
la  diffcrence  entre  le  degre  de  l" equation  et  celui  du  premier  terme 
negatif,  l  -\-  y^  est  une  limile  superieure  des  racines  positives. 

En  effet,  si  Ton  substitue  u  x,  un  nombre  l,  tel  que,  pour  cette 
valeur  et  pour  toule  valeur  plus  grande,  le  premier  membre  da 
l'equation  resta  constamment  positif,  l  sera  evidemment  une 
limite  superieure  des  racines  positives.  Or,  pour  salisfaire  ä 
cette  condition,  il  suffit  evidemment  de  choisir  l,  de  maniere  a 
vcrifier  l'inegalitö 

[1]  a;""  —  NOr'"-"-!-  a;"'-"-i  + .. .  +  a;-|- 1  )>0 ; 

car  nous  avons  supprimö,  d'une  part,  tous  les  termcs  positifs 
qui  pouvaient  cxister  entre  a;"*  et  a;*^";  et  nousavons,  del'autre, 
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remplac6,  dans  tous  les  termes  suivanls,  chaque  coefficicnt  par 
—  N.  L'in^galite  [1]  öquivaut  ä 

^m—n  +  l  1 

x^  —  N- r-^>0, 

X —  1 

ou  ä  [2]  x'^ix  —1)  —  N(a;'"-"+i—  1)  >  0, 

parce  qu'on  peut  loiijours  supposer  ic>l.  Or  cette  derni^re 
inegalite  sera  vörifiee,  si  Ton  satisfait  ä  celte  autre, 

[3]  x"'{x  -  1)  —  Na;'"-"+*  >0, 

quc  l'on  obtient  en  diminuant  le  premier  membre.  D'ailleurs, 
en  divisant  par  a;'"-"+*  les  deux  membres  de  l'inögalile  [3], 
celle-ci  devient : 

a;"-i(a:;— 1)  — N>0; 

et  eile  sera  veriri<§e,  si  l'on  a : 

(ic— l)"-i(a;  — 1)  —  N>0,     oü    (a;— !)"  — N>0. 
II  sufflra  donc  de  choisir  x,  de  maniere  a  verifier  rinegalit6 

[4]  a;>l  +  C/'N. 

G'est  ce  qu'il  fallait  dctnonlrer. 

Si  le  premier  terme  negatif  est  le  ternie  en  a;'"~S  on  a  n  =  1 ; 
et  la  limite  devient,  dans  ce  cas,  1  -|-N. 

209.  Deuxieme  regle,  donnee  par  Newton.  Tout  nombre  1, 
qui  rend  positifs  le  premier  membre  d'une  equation  f(x)  =  0  et  toutes 
ses  derivees,  est  une  limite  superieure  des  racines  positives. 

En  effet,  si  Ton  diminue  de  l  chacune  des  racines  de  l'^qua- 
tion,  en  posant  iy  ■— a?  — /,  on  x=l-j-y,  l'^quation  devient; 

Or,  par  hypothese,  tous  lescoet'licients/'(/),/^'(0>  /"(O  ••  •  r''(0  sont 
positifs;  aucun  nombre  positif,  substiluö  ä  y,  ne  peut  doiic  v6- 
rifier  cette  öiiuation,  qui  n'a,  par  consi'quent,  pas  de  racines 
positives.  En  d'autres  termes,  toutes  les  racines  reelles  sont 
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negatives ; ;  ct.  par  suite,  loute  valeur  rodle  de  x  est  plus  petita 
que  /.  C'est  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

Pourappliquer  cetle  r6gle,on  ränge  les  fonclions  dans  l'ordre 
suivant : 

comnie  r(a;)  est  6gal  ä  1.2.3...W,  et  est,  par  suite,  toujours 
posilif,  on  choisit  d'abord  le  plus  petil  nombre  enlier  qui  rend 
positif  r-^{x).  On  substitue  ce  nombre  dans  f"^\x) ;  et,  s'il  le 
rcnd  n^gatif,  on  l'augmente  d'une  ou  de  plusicurs  unites,  jusqu'ä 
CO  que  f^-\x)  devienne  posilif.  Puis  on  substitue  le  nouveau 
nombre  dans  /""-'(rr) ;  et  l'on  fait  en  sorte,  en  l'augmentant  si 
ccla  est  neccssaire,  que  i'^-\x)  prennc  ä  son  tour  unc  valeur 
positive.  On  conlinuc  ainsi  pour  toules  Ics  fonclions  jusqu'ä  fix). 
Le  nombre  /  qui,  aprös  toules  ces  subslitutions,  rend  f{x)  posi- 
tive, est  le  nombre  cberche. 

Supposons,  en  cffet,  qu'un  nombre  a,  obtenu  par  cetle  m6- 
tliode,  rende  posilifs  r-'{x),  r-\x),...  f^-^x),  il  est  facile  de 
voir  que  le  m6me  nombre,  augmente  d'un  nombre  quelconque  h 
d'uniles,  ne  cesscra  pas  de  rendre  positives  les  mömes  fonc- 
lions. II  suftit,  pour  le  prouver,  de  remarquer  que  l'on  a,  en 
gönöral : 

;,2  7,3 

fv{ci  -f  h)  r=  na)  -f  jv^\a)h  +  r^\a)  —  +  f^Ka) 


1.2    '   '       '  '  ]  .2.3 


et,  si  p{a),  P+K^^),  r'^\(i)...,  sont  posilifs,  comme  h  est  aussi 
positif,  il  en  resulte  que  fia  -f  h)  est  necessairement  positif.  En 
faisantp=m  —  1,  on  reconnailra  d'abord  que,  f"^^{a)  etant 
positif,  il  en  sera  de  meme  de  [""-^{a-^-h).  Puis,  en  faisant 
p  =  m —  2,  onverra  que  (""'^(a)  et  f'"-^(a)  etant  posilifs,  il  en 
sera  de  mßme  de  r~^{a-{-h),  et  ainsi  de  suite. 

210.  Troisieme  METHODE.  Ou  pcut  cnfm,  cu  partageantleprc- 
mier  membre  del'6quation  en  groupes  de  plusieurs  termes,  de- 
lerminer  une  limite  sup6rieure  des  racines.  Soit,  par  exemple, 
röquation : 

a;».|.  7a;4_12a;^  — 49x^  +  5 2.'C—  13  =  0. 
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Groupons  Ics  termes  de  la  mani^re  suivante : 

x\x'^  —12)4-  7a-(J7'  —  7)  -j-  5 2  (.T  —  -W  0 . 

II  est  evident  qua  le  nombre  4,  Substitut^  ä  x,  rendant  posilit 
chacim  des  groiipes,  est  uiie  limile  sup6rieure  des  racines. 
De  meine,  les  termes  de  l'equation 

a'  —  l^x"^  -\-  3 IX'  —  3a;  -f  39  =  0 

peuvent  se  grouper  ainsi : 

x-{x-  —  bx-\-l)-]-  30x  (x  —  -i- j  4-  39  =  0. 

Or  le  trinome  x"^  —  bx  -\-l,  ayant  ses  racines  imaginaires,  est 
posilif,  qiiel  quc  soita;;  d'ailleiirs  le  second  groupe  est  positif 
pour  a;  =  1 ;  donc  1  est  unc  limite  siiperieure  des  racines. 

On  voit  que  rarlifice  consiste  ä  disposer  les  termes,  de  ma- 
niere  que  chaque  gi'oupe  commence  par  un  termc  posilif,  et  ä 
cberclier  le  plus  petit  entier  qui  donne  le  signc  -f-  ä  chacun  de 
ces  groupes. 

211.  Remarque.  La  premi^re  methode  aurail  donn^  1  -|-  v^^ 
ou  8  pour  limile  des  racines  de  la  premicre  (5qualion,  et  I  -j-  5 
ou  6  pour  limite  des  racines  de  la  secondc. 

Pour  appliquer  k  la  premiere  la  melbode  de  Newton,  on  a: 

f{x)  =x^i-7x''—  I2x''  —  k9x'  -{-  L2j;—  13 
f'(x)  =  bx^  +  28a;^—  36a;2  —  93j;  -f-  52 

-L  f"{x)  =\Öx'-\-  k2x'  —  36.C  —  49 

i  •   ^ 

^       r"{x)^bx-\-l 


1.2.3.4 

1 
1.2.3.4.5 


n{x)=\. 
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On  voit  que  tout  nomlDre  positif  renc/  f""{x)  positif;  qiie  1  rend 
positlf  rW).  que  2  rend  positifs  f"{x)  et  f{x),  et  qu'cnfin  3,  qui 
rend  positif /"(a;),  est  unelimite  sup6rieure. 

Pour  appliquer  la  meme  methode  ä  la  seconde,  on  a  : 

f  {x)  =x'—  '^af'  -|-  37a;-  —  "ix  -\-  39 
f'{x)  =kx^—\ ix~ 4-  74a;  —  3 

^f"{x)  =  6a;^— 15a;-f-37 
±-^nx)^kx-^ 


1.2.3.4 


On  voit  que  2  rend  positifs  f"'{x),  f"{x),  fix),  et  f{x).  Donc 
2  est  une  limite  superieure. 

212.  Limite  inferieure  des  racines  positives.  On  pose 
x  =  -  dans  l'^qualion,  et  Ton  cherche  une  limite  sup6rieure  / 

des  racines  de  la  transformde  :  il  est  evident  que  j  sera  une. li- 
mite Interieure  des  racines  positives  de  la  proposee.  Gar  si  Ton  a 
y  <.  /,  on  en  conclut  x  >  j. 

215.  Limites  des  racines  negatives.  On  pose  x^=—\j,  et 
Ton  cherche  les  limites  superieure  et  inferieure,  /  et  /',  des  ra- 
cines positives  de  la  transformee :  —  Z  et  —  V  seront  les  limites 
inferieure  et  superieure  des  racines  negatives  de  la  proposee. 
Gar,  si  Ton  a  : 

i>y>v, 
onen  conclut:  — l<Cx<i  —  l'. 


%  II.  Recherche  des  racines  commensurables. 
214.  On  peut  ohtenir^  par  des  essais  reguliers  et  fort  simples, 
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les  racines  commensurables  d'une  öquation  ä  coefficients  com- 
rncnsurables. 

.  Noiis  commencerons  par  montrer,  que  cetle  recherche  se  ra- 
iiierie  ä  celle  des  racines  enliöres;  et,  pour  cela,  nous  6tablirons 
le  thöoreme  suivant  : 

Theoreme.  Une  equation  de  la  forme 

[1]  x"'{-kiX'"-'-l\2X"'-^-\-...-j-Am  =  0, 

dont  le  premier  terme  a  pour  coefßcient  runite,  et  dont  les  aiilres 
coefficients  sont  entiers,  ne  peut  avoir  de  racine  commensurable 
fractionnaire.    ■ 

Si,  en  effef,  -  est  racine  de  l'equation  [1],  on  a  : 


?Y+A,?y    +A,»        +...  +  A.„  =  0; 


d'oüi  Ton  deduit,  en  muUipliant  toiis  les  termes  par  &•"-*,  et  en 
faisant  passer  toiis  ceiix  qui  suivent  le  premier  dans  le  second 
membre  : 

Si  Ton  suppose,  ce  qui  6videmment  est  permis,  que  la  frac- 
lion  y  ait  6te  r6duite  ä  sa  plus  simple  expression,  a  et  6  sont 

Premiers  entrc  eux;  la  fraction  -r  est,  par  consequent,  irr^duc- 

tible,  et  ne  peut  etre  egale  ä  un  nombre  enlier.  II  est  donc  im- 
possiblc  qu'elle  soll  ^galc  au  second  membre,  dont  tous  les 
termes  sont  enliers;  et,  par  consequent,  il  est  impossible  que 

l'equation  [1]  admelte  une  racine  de  la  forme  t.  l-^es  seules  ra- 
cines commensurables,  qu'elle  puisse  avoir,  sont  donc  entieres. 

213.  CoROLLAiRE.  Unc  equation,  ä  coefficients  entiers,  ^tant 
donnec,  Ic  lliöorcinc-  precedent  permet  de  la  transformcr,  de 
manierc  que  toules  les  racines  commensurables  devienncnt  en- 
tieres. 
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Soit,  en  effet,  l'equalion 

Ao;""  +  Aiir'"- '-[-...+ A,„_ia;  +  A«  =  0, 

dans  laquelle  on  peut  supposer  qiie  A,  Ai,...  A^  solent  des 
nombres  enlieis;  caril  est  toujours  facile  de  chasser  les  deiio- 
minateurs,  en  mullipUant  Ions  les  termes  par  leur  plus  peüt 

multiple  commun.  Posonsa;  =  -^,  y  etant  une  iiouvelle  incon- 

•nue  qiii,  6videmnient,  devra  satisfaire  ä  l'^quation  : 

a(|)"'+A.(|)'""  +  -..  +  A.  =  0; 

ou,  en  niultlpliant  les  deux  membres  par  A™-*, 

2/*"  +  A,'/'-*  +  AjA?/"-^  + . . . -1- A„ A*"-^  =  0. 

Or  cette  6quation  a  ses  coefficients  entiers,  et  le  premier  tenne 
?/"•  a  pour  coefficient  l'unite;  les  valeurs  commensurables  dey 
sonl  done  toutes  enti^res.  II  est  dvident,  d'ailleurs,  qu'elles  cor- 
respondent  aux  valeurs  commensurables  de  x;  car  la  relalion 

x  =  -f  prouve  que,  x  6tant  commensurable,  il  en  est  de  meme 

do  y. 

Si  nous  pouvons  oblenir  les  racines  entieres  de  requalion  en 
y,  ü'apräs  ce  qui  prccede,  nous  aurons  toutes  les  racines  com- 
mensurables de  l'equation  en  x. 

216.  CONDITiONS  NECESSAIRES  ET  SÜFFISANTES  POUR  QU'UN  NOM- 
BRE  ENTIER  SOIT  RACINE  d'UNE  EQUATION  A  COEFFICIENTS  ENTIERS. 

Nous  avons  vu  comment  la  recherche  des  racines  commensu- 
rables peut  se  ramener  ä  celle  des  racines  entieres.  II  nous 
reste  donc  ä  montrer,  comment  on  peut  obtenir  les  racines  en- 
tieres d'une  equation  ä  coefficients  entiers. 
Soit  l'equation 

[1]  Aa;"'  +  Aia;"'-*+A2a?"'-2  +  ...-f-A„  =  0, 

et «  une  de  ses  racines  entieres;  le  premier  membre  doit  6tre 
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divisible  par  (x — a).  Represenloiis  le  quotient,  quicst  un  poly- 
riome  du  degr6  (m  —  1),  pnr 

Pi,  Pj. . .  Pm_i  sont  6videmment  des  iiombres  enlicrs;  car  Ic  prc- 
inier  terrae  du  diviseur  (x  —  a)  ayant  pour  cocflicicnl  l'unile,  la 
division  ne  peut  inlrodiiirc  aucun  denoiiiinateur. 

En  ^crivant  que  le  dividende  est  le  produil  du  diviseur  par  le 
quotient,  on  aura  idcntiquemcnt  : 

[2]  {X-  a)  (Aa;'"-'  -f  l\i'"'-^  +•••+!'.«  -,X  +  P,„_0 

=  Aaj^'-f  Aa'"-'  +  A^rC^-^-f . . .  +  A^_ia;4-  A„.. 

En  effectuant  les  opörationsindiquöcs  dans  le  prcmier  mem- 
bre,  et  en  egalant  les  coeflicienls  des  memes  puissances  de  Xj  11 
vient : 

'  1)       .,  —  A 

T)         1)        „  —  A 

i  7)1—1         -l  m—T^  —  '>m-l 


1>,-P,.  =  A„ 

V  Pi  — Aa  =  A,. 

Tous  les  nombres,  qui  figurent  dansces  formules,  etaut  enliers, 
la  premiäre  (5quation  prouve  que  a  doit  eUc  un  des  diviseurs  de 

Am,  et  que  le  quotient  -^  est  egal  ä  —  Pm-i- 

La  seconde  6quation  peut  s'ecrire  : 

Am 
1  m  -  2^    -    A  „;_i  —  1  nj— 1  ~-  Am— 1  ~T  j 

a 

eile  prouve  que  «  doit  etrc  un  diviseur  de  la  soniuc  Am-i  +— "> 

AI     Am 
m-1  H 


et  que  le  quotient e^t 


a 


La  troisieme  6quation  peut  s'ecrire  : 

~~  -T  m— j''*  ^^^  A  m— 2 1  m— 5  ^^  A  m -  ^'  "T 


AI     ''wi 
m-lH 
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Elle   prouvc  que  a  doli   ctre   un   diviseur   de   la   somme 

.  ,      Am 

Am-iH s  c'est  ä-dire  de  la  somme  obtenue  en  ajou- 

taiit  Am-2  «'m  quotient  prccödenf,  et  qiic  le  quolient  est  —  P^-j. 

üii  pcul  conlinuer  ainsi  jnsqu'ä  la  derniere  eqnation,  qiii 
proiivera  que  le  dernier  quotient  —  Pi,  augmente  de  Ai,  doit 
6tre  divisible  par  a,  el  donncr  pour  quotient  — A. 

Ges  conditions  sont  necessaires.  J'ajoute  qu'cUes  sont  süffi- 
santes, pour  que  a  soit  racine;  car,  si  elles  sont  remplies,  on 
pourra  Irouver  des  nombres  P„,_i,  P^-a. . .  Pi,  qui  rendent  iden- 
tiques  Ics  equations  [3];  et,  par  suite,  le  premier  membre  de  la 
propos6e  sera  divisible  par  (rc  —  «). 

On  peut  remarquer  qife  les  Operations,  ä  l'aide  desquellcs  on 
s'assure  qu'un  nombre  a  est  racine,  fönt  connaitre  les  coeffi- 
cients  du  quotient  de  la  division  du  premier  membre  [mr{x — a). 
Ges  coefficients  P„_i,  P^-s,  •  •  •  sont  6gaux,  en  effet,  aux  quo- 
ticnts,  cbangös  de  signes,  des  differenles  divisions,  dont  la 
reussite  est  neccssaire  pour  que  le  nombre  a  ne  soit  pas  rejetd. 

217.  Recherche  des  racines  entieres.  II  r^sulte  de  lä  que, 
pour  Irouver  les  racines  entieres  d'une  equation  teile  que  [1], 
on  devra  cliercher  d'abord  les  diviseurs  entiers,  positifs  ou 
n^galifs,  du  dernier  terme  :  eux  seuls  pcnvent  etre  racines.  On 
döterminera  ensuite  la  limite  supörieure  des  racines  positives 
et  la  limite  inf6rieure  des  racines  negatives;  et  Ton  rejettera 
tous  les  diviseurs  qui  ne  seront  pas  compris  entre  ces  limites. 
Si  a  est  un  des  diviseurs  qui  restent,  pour  l'essayer,  on  divisera 
le  dernier  terme  A^  par«,  et  Ton  ajoutcra  au  quotient  le  coefti- 
cient  Am-i  :  la  somme  devra  6lre  divibible  par  a.  On  formera  le 
quotient;  on  y  ajoutcra  Am-2 '  la  somme  devra  encore  6tre  divi- 
sible par  a;  et  en  conlinuant  ainsi,on  devra  trouvcrun  quotient 
qui,  ajoutö  au  coctficient  du  second  terme,  et  divis6  par  «, 
doiine  pour  dernier  quotient  — A. 

218.  MoYEN  de  diminuer  le_ nombre  des  ESSAIS.  On  peut  di- 
minuer  le  nombre  des  essais  ä  faire  par  la  remarque  suivanle. 
Si  a  est  une  racine  de  l'equation 

L 1  ]  Ax'"  -[-  \tx"-'  +  A^a-"'--  +  . . .  A„,  =  0 , 
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le  Premier  membre  de  cettc  öquation  est  divisible  par  {x —  «); 
etles  cocfficients  du  qiioticnt  sont  Ions  enlicrs,  ainsi  (lu'on  l'a 
expose  plus  haut.  Si  donc  on  attribnc  ä  x  une  valcur  enliere 
quelconquo,  la  valeur  numörique  du  premier  membre  dö  [1] 
sera  divisible  par  la  valeur  numörique  de  (x  —  a).  Or  les  valeurs 
les  plus  simples,  que  l'on  puisse  altribuer  ä  x,  sont  1  et  —  1. 
Si  donc  on  nomme  Q  et  Qi  les  valeurs  correspondanles  du  pre- 
mier membre  de  [1],  on  HC  devra  essayer  a,  que  si,  d'une  pari, 
Q  est  divisible  par  (1— a),ou,  encbangeant  le  signe.par  (a— 1); 
et  que  si,  d'autre  part,  Qi  est  divisible  par  ( — 1  —  «),  eu,  en 
changeant  le  signe,  par  (1  +«). 

219.  Application  de  la  Methode  precedente.  Voici  la  ma- 
niere  la  plus  avantageuse  de  disposer  les  calculs  : 

A,.  Ao Am-o,  Am-i,  A,„    1 


A,      I  1,  .  t  •    1  m-Z)    '  1)1-2)    ■'  m-ü^' 

J'^cris,  sur  une  ligne  horizontale,  les  coefficients  de  l'^qualion 
proposee,  ä  parlir  du  second,  et  dans  une  colonne,  ä  droite,  le 
diviseur  ä  essayer  «.  Sur  la  mßme  ligne  que  «,  et  en  allant  de 
droite  ä  gauche,  j'ecris  au-dessous  de  A,„,  Am~i . . . ,  les  quotients, 
changes  de  signes,  P^-i,  Pm-2  •••,  calcules  comme  il  a  et6  dit  (2 1 G), 
Si  tous  ces  quotients  sont  entiers,  et  si,  en  outre,  le  nombre  ecrit 
sous  Ai,  est  +  A,  «  est  racine;  et  A,  Pi,  Pa. . . ,  Pm-i  sont  les  coef- 
ficients de  l'equalion  debarrassee  de  la  racine  a.  II  n'y  aura  donc 
plus  alors  qu'ä  operer  sur  celte  seconde  ligne  comme  sur  la 
premiere.  Si  quelques-unes  des  divisions  ne  peuvent  se  faire,  on 
passera  ä  un  autre  diviseur. 

ExEMPLE. /" (a;)  =:a;*— 2a;'— 19x-4-68j;  —  CO  =  0. 


2  est  racine 

2  est  racine 

3  est  racine 
—  5  est  racine 

60  admet  24  diviseurs;  mais  on  trouve,  parlarögle  de  Newton, 
que  toutes  les  racines  sont  comprises  entre  4  et  —  6.  On  ne  doit 
donc  essayer  que  les  diviseurs  de  60,  plus  pelits  que  4  et  plus 
grands  que  —  6,  On  commence  par  essayer  +  1  et  —  1,  en  les 


2 

—  19, 

+  68, 

—  60 

1, 

0, 

—  19, 

+  30 

1, 

2, 

—  15 

1, 

+"5 
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substituant  directement  ä  la  place  de  x  :  aucun  d'eiix  n'est  ra- 
cine;  mais  ce  premier  calcul  nous  apprend  que /■(!)= — 12,  et 
qua  /( — 1)=:  —  144.  Des  lors  on  ne  doit,  parmi  les  diviseiirs 
positifs,  essayer  que  ceux  qiii,dim!nu6s  de  1,  divisent  12,  et  qui, 
augmenl6s  de  1,  divisent  144;  et,  parmi  les  diviseurs  negalifs, 
on  ne  doit  essayer  que  ceux  donl  la  valeur  absolüe,  augtnentee 
de  1,  divise  12,  et,  diminu^e  de  1,  divise  144. 

Le  diviseur  2  salisfaisant  ä  ces  conditions,  on  l'essayc  :  on 
trouve  que  2  est  racine,  et  que  l'^qualion,  d^barrassee  de  celle 
racine,  est : 

a;3_19i.-|-30  =  0. 

Gomme  2  divise  30,  on  l'essaye  de  nouveau;  et  Ton  continue 
de  la  metne  maniere,  en  n'operant  que  sur  les  diviseurs  qui 
salisfont  aux  conditions  pr6c6dentes,  et  qui,  en  outre,  divisent 
le  terme  tout  connu  de  la  derniere  6qualion  simplifiee. 

Tout  calcul  fait,  on  trouve  que  Täquation  proposee  a  pour 
racines  2,  2,  3,  — 5,  et  que  son  premier  nieinbre  est  ^gal  ä 

{x  —  2f{x—?>){x-\-h). 
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207.  Ce  qu'on  nomme  limite  superieure  ou  inferieure  des  racines  positives 
ou  negatives  dune  equation.  —  208,  209,  210.  Diverses  regles  pour 
trouver  une  limite  superieure  des  racines.  —  211.  Applications.  — 
212.  Limite  inferieure  des  racines  positives.  —  213.  Limites  des  ra- 
cines negatives.  —  214.  Si  le  premier  terme  d'une  equation  a  pour 
coefOcient  l'unite,  et  que  les  autres  coefficients  soient  entiers,  les  ra- 
cines commensurables  sont  toutes  enlieres.  —  21.'».  Le  theoreme  pre- 
ccdent  permet  de  transformer  une  equation,  ä  coefficients  rationnels,  en 
une  autre  dont  les  racines  soient  entieres.  —  216.  Conditions  neces- 
saires  et  süffisantes,  pour  qu'un  nombre  entier  seil  racine  d'une  equa- 
tion ä  coelficients  entiers. —  217.  Recherche  des  racines  entieres.  — 

218.  Theoreme  qui  permet  de  dimiiiucr  le  nombre  des   essais.  — 

219.  Application  de  la  melhode  a  un  excmple. 
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EXEUCICES. 

I.  Rechercher  les  racines  comniensurables  des  cqüations  : 

«'— .-).r'^—78x='+  499x'+  172.r^  —  4209x2+  1 156.c  f  1 1320  =  0, 

a;* — a;3  - 1 3a;- -}- 1  Gx  —  48  =  0, 

15t^- 19a;<  +  ex' +  15a;2— 1 9x  +  6  =  0, 

x^— 13t'  +  67.T5— 17  l.T=  +  216.'r- 108  =  0. 

II.  Chercher  les  racines  comraensurables  d'une  6quation ,  sans  les  ramener 

prealablement  ä  etre  entieres.  Montrer,  qu'en  designant  par  -  une  teile  racine 

reduite  ä  sa  plus  simple  expression,  a  doit  etre  diviseur  du  dernier  terrae,  et  b 
diviseur  du  coefficient  du  preraier  terrae.  Chercher  par  quels  essais,  analogucsä 

ceux  qui  ont  6te  indiques  pour  les  racines  enticres,  on  peut  verifier  que  r  est 

racine. 

III.  Chercher  si  l'öquation 

x'  —  {a-\-  b  -]- ab)x'"-  -\-  ab{i  -|-  ^^  +  l)x — .ab"- — a't;  =  0 
admet  des  racines  exprimees  rationnellement  en  a  et  b. 

IV.  Si  une  6quation  du  troisi^me  degre  n'admet  pas  de  racines  comraensu- 
rables, eile  n'admet  pas  de  racines  multiples. 

V.  Le  theoröme  precedent  s'ap'plique  ;\  une  öquation  du  cinquieme  degr^,  et 
ne  s'applique  pas  ä  une  equation  du  qualrieme. 


CIIAPITRE  V. 

TUEOUEME  DE  STURM. 

220.  Le  th^oreme  ä  la  d^monslration  duquel  est  consacre  ce 
chapitre  donne  le  moyen  d'oblenir  exactement,  et  sans  auciin 
tätonnement,  le  nombrc  des  racines  reelles  d'une  equalion  com- 
priscs  entrc  deiix  limitcs  donnces  quelconques. 

Soit 

(1)  Aa'"  +  Aia;'"-'  +  X,x'"~- -f-       4-  Am-i^:;  +  Am  =  0. 

Une  equation  numerique  de  degre  quelconque  n'ayant  pas 
de  racines  multiples,  on  commencera  par  executer  le  calcul 
qui  sert  ä  trouvcr  si  eile  a  des  racines  egales,  en  operant  de  la 
maniere  que  nous  allons  indiquer.  En  designant  par  V  le  pre- 
mier  membre  de  requation  (1)  et  par  V  sa  dc^rivec,  on  divisera 
V  par  V,  et  quand  on  aura  obtenu  un  restc  de  degre  inferieur 
ä  T,  on  ciiangera  les  signcs  de  tous  les  termes.  Soit  Va  le  reste 
ainsi  change  de  signe  :  on  divisera  Y  par  Va,  et  en  changeant  le 
signc  de  resle  on  obtiendra  un  polynome  V3  de  degre  moindre 
que  Vsi  la  division  de  Vapar  V3  donnera  de  nieme  un  reste  qui, 
change  de  signe,  sera  designe  par  V4,  et  Ton  continuera  cette 
Operation  autant  de  fois  qu'elle  sera  possible,  en  obtenant  une 
sörie  de  polynomes  de  degres  decroissants,  lies  les  uns  aux 
autres,  d'apres  la  detlnilion  de  la  division,  par  des  relalions 

de  la  tonne 

V-  V/O, -V„ 

V  =  Y,  0,  -  V3. 

(2)  ■  \,  =  Y3  O3  -  V„ 


V,_,  =Y,  ,  n,_,-Y,. 


Le  dernier  reste  V,  sera  numerique ;  car,  d'une  part,  aucun  des 
polynomes  Y',  V2,  V3...  ne  pent  övidemment  diviscr  le  precedent 
sansdiviscr  tous  ceux  qui  le  precedent,  et  par  suitc  V  et.V',  qui 
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par  hypolhöse  n'ont  pas  de  facleur  commun;  et,  d'autre  part, 
siV^n'est  pas  numerique,  on  pcut  diviser  V^-i  par  Vr  et  obtciiir 
iin  reste  de  plus,  V^+i. 

Cela  pos6,  la  considöration  des  fonctions  V,  V,  V2...Vr  foiir- 
Ditle  moyen  de  savoir  combien  requation  V=  0  adinet  de  ra- 
cines  räelies  coraprises  entre  deux  nombres  a  et  P;  ß  etant  plus 
grand  quo  a,  voici  la  regle  qui  fait  connallre  le  nombre  de 
racines : 

On  substüuera  a  la  place  de  x  le  nombre  a  dans  les  fonclions  V, 
V,  Va...  Vr-i,  Vr,  piiis  on  ccrira  par  ordre,  sur  une  meme  Ugtie, 
les  signes  des  resuUats,  et  ran  comptera  le  nombre  de  variations 
qui  se  trouvent  dans  cette  suite  de  signes.  On  ecrira  de  meme  la  suite 
des  signes  que  prennent  ces  memes  fonclions  quand  on  y  remplace 
X  par  le  nombre  j3,  et  fon  comptera  le  nombre  des  variations decette 
scconde  suite.  Autant  eile  aura  de  variations  de  moins  que  la  pre- 
micre,  autant  requation  V=  0  aura  de  racines  reelles  comprises 
entre  a  et  ß.  Si  la  seconde  suite  a  autant  de  variations  que  la  pre- 
miere,  requation  V  =  0  nadmet  aucune  racine  comprise  entre  a  et 
ß ;  la  seconde  suile  ne  pourra,  dans  aucun  cas,  admettre  plus  de 
variations  que  la  premiere. 

221.  Pour  demontrer  ce  thöoreme,  il  faut  examiner  com- 
ment  le  iionibre  des  variations  formees  par  les  signes  des  fonc- 
lions V,  V,  V2,...Vr,  pour  une  valeur  quciconque  de  x,  peut 
s'allercr  lorsque  x  passe  d'une  maniere  continue  de  la  valeur 
a  ä  la  valeur  plus  urande  ß. 

Quels  que  soicnt  les  signes  de  ces  fonclions  pour  une  valeur 
de  ajdetcrminee,  lorsque  x  croit  par  degres  insensibles  au  clelä 
de  Celle  valeur,  il  ne  peut  arriver  de  changenient  dans  cetle 
suite  desigues  qu'autaiitque  l'unedes  fonclions  V,  "V'...yrCbange 
de  signe,  et  par  consequent  devient  nulle.  II  y  a  deux  cas  ä 
e\aminer,  selon  que  la  fonction  qui  s'evaiiouit  est  la  premiere 
V,  ou  l'une  des  aulres  fonclions  Y,  Yj, ...  Vr-i  intermediaires 
entre  V  et  Vr.  La  derniere  Yrue  peut  changer  de  signe,  puisque 
c'est  un  nombre  posilif  ou  nögalif. 

Voyons,  premiörenient,  quelle  alt^ration  ^prouve  la  suite  des 
signes,  lorsque  x,  en  croissant  d'une  maniere  continue,  alteint 
Ol  deuasse  une  valeur  qui  annule  la  premiere  fonction  V. 
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Designons  celle  valcur  par  rt;  la  fondtion  V'cl6riv6e  de  V  ne 
peut  pas  eti'e  nulle  vn  nicme  temps  qnc  V,  puisquc  par  hypo- 
th^se  reqiiation  V  =  0  n'a  pas  de  racines  egales  ;  considörons 
des  valeurs  de  x  tres-peu  differentes  de  a  :  si  en  designant  par 
h  une  quantite  posilive  aussi  pelile  qu'on  le  voudra,  on  fait, 
tour  ä  loiir,  x  =  a  —  h  et  x=a-}-h,  la  fonction  V  aiira, 
poiir  CCS  deux  valeurs,  Ic  mcme  signe  que  pour  x  =  a,  car  on 
peut  prendre  h  assez  pelit  pour  qu'elic  ne  s'evanouisse  pas,  et, 
par  suite,  ne  cliange  pns  de  signe  tandis  que  a;croit  de  la  valeur 
a —  h  ä  la  valeur  a-\-h]  cela  pose,  d^signons  V  par  ¥{x), 
on  a 

.  P  (a  -h  h)  =  F  («)  H-  h  ¥' («)  +  ~  V"{a)  -]-... 
Oll,  en  observant  que  F(a)  est  nul  et  que  F'(a)  ne  Test  pas, 
F{a  +  h)  =  MF'(«)+  ^h  +  I^  A«+... 

On  voit ,  d'apres  cetfe  formule,  que  pour  des  valeurs  tr^s- 
petites  de  h,  F(a  -f-  h)  a  le  meme  signe  que  F'(a),  et,  par  suite, 
que  ¥'{a  -f  h) ;  il  n'y  a  donc  pas,  pour  x  =  a-\-  h,de  variations 
entre  V  et  V. 

On  tj'ouvera  de  meme 

F(„-;o^-/.(r(«)-^ft+!:(2) /.'... 

^  ^  ^     ^   ^  1  .2       ^       1.-2 

et  P(a  — /i)  est,  par  consequcnt,  de  signe  contraire  ä  F'(fl),  par 
suite  ä  ¥'{a  —  h),  en  sorte  que  pour  x=  a  —  h,  11  y  a  une  Va- 
riation entre  V  et  Y'. 

Les  signes  des  fonctions  V  et  V  formaient  donc,  dans  la 
suite,  une  Variation  avant  la  valeur  pour  laquelle  Y  est  nulle,  et 
cette  Variation  s'est  changee  en  permanence  lorsque  x  a  franchi 
Gelte  valeur. 

Quant  aux  aulres  fonclions  Y',  Va  ...  V^,  chacune  aura  pour 
X  =^a-{-h\c  niöme  signe  que  pour  x=  a  —  h,  s\  toutefois  au- 
cune  ne  s'^vapouil  pour  o;  =  a  en  meme  temps  que  V. 
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Lasuifcde;  ?igncs  des  fonclions  V,  V,,...Vf  pcrd  donc  iiiic 
varialion  lors(iue  x,  en  croissant,  depas?e  une  valeur  a  qui  an- 
imle  V  Sans  aimuler  auciine  des  autres  (bnctions  V,  V2,  ...Vr. 
11  faut  cxaminer  ce  qui  arrive  lorsque  l'une  de  ces  fonclions 
s'evanouil,  soit  pour  une  valeur  de  x  ^gale  ä  une  racine  de 
V  =  0,  soll  pour  toute  autre  valeur  de  ceUe  variable. 

222,  Soit  V„  une  fonction  interrn^diaire  entre  "V  et  Vr,  qui 
s'annule  pour  x  =  h  (V„,  bien  entendu,  pcut  designer  la  fonc- 
tion Y  aussi  bien  que  les  autres),  celte  valeur  ö  de  aj  ne  peut 
r6duire  ä  z6ro  ni  la  fonction  Vn^  qui  suit  V«,  ui  la  fonction 
Vn_i  qui  le  precede.  (Si  V„  dösignait  V,  V„-i  d^signerait  V.) 
On  a,  en  effet,  entre  les  trois  fonclions  consecutives,  V„-i ,  V„, 
V„+i,  une  relation  de- la  forme 

(3)  V„_,=:V„On-V„+„ 

et  si  deux  fonctions  consecutives  V„_i,  V„  6(aient  nulles  pour  la 
m^me  valeur  de  rc,  cette  ^quation  prouve  que  Vn+i  le  serail 
aussi ;  et  comme  on  a 

'  n  ^=^    »  n+1   Un+1  '  n+2, 

11  en  serait  de  infime  de  V„+2,  puis  de  V„+j...,  et  Ton  prouverait 
cnfin  que  V^  est  nul  poiir  cette  meme  valeur  de  x\  or,  cela  est 
impossible  puisqu'il  est  6gal  ä  une  Consta  nte. 

Cda  pos6,  substituons  ä  x  deux  nombres  h  —  h  G\.b-\-h,  trcs- 
peu  differents  de  b,  les  deux  fonctions  V„-i  et  V„+i  auront,  pour 
CCS  deux  valeurs  de  x,  les  memes  signes  que  pour  x  =  bj  puis- 
qu'on  peut  prendre  h  asscz  pelit  pour  que  V„_i  et  V„+i  nc  chan- 
gent  pas  de  signes  dans  rinfervallc ;  mais  V„  etant  luil  par  by- 
pothöse  pour  x=b,  l'equation  (3)  prouve  que  V„_i  et  V„+i  sont  de 
signes  conlraircs,  et,  par  suite,  quels  que  soient  les  signes  de  V„ 
pour  x  =  b  —  h  et  pour  x  =  b-\-h,  les  trois  fonctions 

V  V  V  , 

'  n— 1 ,  '  n»  '  n+1 

prösenteront  toujours  une  permanence  et  une  Variation,  V„ 
ayant  nöcessaircment  le  meme  signe  que  Tun  des  deux  qui  le 
comprcnncnt  et  un  signe  different  de  l'aulre. 

Alg   SP.  B.  "' 
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II  n'y  a  donc,  lorsque  x,  franchissant  la  valcur  h,  passe  de  h—h 
dih-\-  h,  aucun  changement  dans  le  nombre  total  des  varialions 
de  la  suite. 

II  est  donc  prouv6  que  chaque  fois  que  la  variable  a;,  eii  crois- 
sant  d'une  maniere  conlinue,  alteint  et  d(5passeune  valcur  qui 
rend  V  egal  ä  z6ro;  la  suite  des  signes  des  fonclions  V,  V,  Va, 
Vr  perd  une  varialion  formee  sur  sa  gauche  par  les  signes  de 
V  et  de  V,  laquelle  est  remplac6e  par  une  permanence  ;  tandis 
que  les  changements  de  signes  des  fonctions  interm^diaires  "V', 
Vs...Vr_i  ne  peuvent  jamais  augmenter  ni  diminuer  le  nombre 
total  des  variations.  En  consequence,  si  l'on  prend  un  nombre 
quelconque  a,  positif  ou  negatif,  et  un  autre  nombre  quelcon- 
que  ß,  plus  grand  quo  a,  et  sil'on  fait  croltre  ic  de  a  ä  ß,  autant 
il  y  aura  de  valeurs  de  x  compriscs  entre  a  et  ß  qui  rendent  V 
6gal  ä  zero,  autant  la  suite  des  fonctions  V,  Y' ...  Vr  pour  a;  =  ß 
prescntera  de  variations  de  signes  de  moins  que  poura;  =  a, 
C'est  le  tliäorfeme  qu'il  fallait  d6monlrer. 

225.  Dans  les  diyisions  successives  qui  servent  ä  former  les 
fonctions  Vj,  V3...Vr,  on  peut,  avant  de  prendre  un  polynome 
pour  dividcnde  ou  pour  diviseur,  le  multiplier  ou  le  diviser  par 
tel  nombre  positif  qu'onvoudra.  Les  fonctions  Va.A^sv-Vr,  qu'on 
obtiendra  en  op^rant  ainsi,  ne  diff^reront  que  par  des  facteurs 
num6riques  positifs  de  Celles  que  nous  avons  consid^r^es,  et 
qui  figurent  dans  les  6quations  (2);  de  sorte  qu'elles  auront  res- 
pectivement  les  memes  signes  que  celles-ci  pour  chaque  valcur 
de  a;. 

Gelte  remarque  permet  de  faire  en  sorte  que  les  coefficients 
des  divers  polynomes  soient  entiers,  pourvu  que  ceux  de  l'c- 
qualion  V=  0  le  soient  eux-mßmes.  Mais  il  faul  bien  prendre 
garde  que  les  facteurs  num^riques  que  l'on  inlroduit  ou  qu'on 
supprime  soient  tous  positifs. 

224.  Si  l'une  des  fonctions  V,  Va.^.V^-i  se  trouve  nulle  pour 
l'unc  des  limiles  a;  =  a,  a;  =  ß,  il  siiffit  de  compter  les  varialions 
en  omeltant  la  fonction  qui  est  nulle.  Cela  resulte  dela  demons- 
tration  qui  a  et6  donnee  (222)  dans  le  cas  oü  l'une  des  fonclions 
inlerm6diaires  s'evanouit.  Lorsque  la  fonction  V„  s'annule  en 
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cITel  püur  x  —  ^,  on  a  vu  que  pour  a;=a  —  /«,  V„_i,  V„  et  V„4.i 
forment  une  Variation,  et  une  seule.  Or  celte  Variation  subsis- 
tera  lorsqu'en  onicttant  la  fonction  V„,  on  considerera  V„_i  et 
V„+i  qiii  sont  de  signes  contraires,  comine  formant  deux  fonc- 
lions  consecutives. 

Si  V  se  trouve  nul  pour  a;=a,  on  en  conclut  que  a  est  racine 
de  r^quation  proposee,  et  la  regle  s'appliquera  ä  la  recherche 
de  nonibre  de  racines  comprises  entre  ri-\-h  ^\^.  a.-\-h  four- 
nira  entre  V  et  V  (221)  une  pernianence,  et  donnera  aux  aulres 
fonctions  le  m^rae  signe  que  la  valeur  a. 

223.  Lorsque  Ton  pourra  reconnaitre  que  l'une  des  fonctions 
V„,  interm^diaire  entre  V  et  Vr,  conserve  constamment  le 
meme  signe,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  ß,  il  ne 
sera  pas  necessaire  de  considerer  les  fonctions  qui  suivent  V„, 
la  demonstration  pourra  se  faire  sans  aucun  changement,  en 
reduisant  la  suite  ä  V,  V,  ¥2... V„. 

226.  Si  Ton  prend  Tun  des  nombres  a  el  ß  tres-grand  et  ne- 
gatif,  et  l'autre  Ires-grand  et  posilif,  en  faisanla= — 00,  ßz=-j-oo, 
le  theoreme  de  Sturm  fera  connailre  le  nombre  total  des  racines 
reelles.  Pour  que  toutes  les  racines  soient  reelles,  il  faut  et  11 
suffit  que  leur  nombre  soit  ögal  au  degre  m  de  l'equation  V=^0. 
Mais  le  nombre  des  fonctions  V,  V,  Vs...Vr  est,  tont  au  plus, 
m-\-  1,  et,  par  cons^quent,  le  nombre  des  variations,  au  plus 
6gal  ä  m,  ne  peut  atleindre  cette  liniite  que  si  la  suite  est  com- 
plele,  c'est-ä-dire  si  les  degrös  successifs  vont  en  diminuant  pre- 
cisement  d'une  unit(^  de  chaque  fonction  a  la  suivante.  II  faut 
de  plus,  pour  quo  toutes  les  racines  soient  reelles,  que  la  Sub- 
stitution de  — 00  ä  la  place  de  x  ne  donne  que  des  variations,  et 
Celle  de  +  co  que  des  permanences.  Les  degres  des  fonctions 
etant  alternativement  pairs  et  impairs,  on  voit  aisömenl  que  les 
deux  conditions  exigent  l'une  et  Tautre  que  les  coclficicnts  des 
Premiers  termes  soient  tous  de  möme  signe,  et  que  cela  est 
suftisant. 

227.  ConsidöronsT^qualion 

cc»  —  2  a;  —  5  =  0, 
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on  a 

\  =  x^  —  2x  —  b, 
\'  ^  3.r'-  — 2. 

Poiir  former  Vj,  il  faut  diviser  V  par  V;  raais  afin  d'evilcr  !cs 
coefllcienls  fractioniiaires,  mulliplions  d'abord  V  par  3,  on  oij- 
tieiit  ainsi  le  reste  —  kx  —  15,  et  Ton  a 

Vs  r=  4rr  +  15. 

on  divise  ensuitc  V  par  Vs  apies  avoir  mulliplie  Y  par  4,  ainsi 
quo  le  reste  du  premier  degre;  le  reste  obtenu  est  -f-  643;  on  a 
donc 

V,  =r  —  643. 

Si  l'on  fait  dans  Ics  fonctions  V,V',V2,V3,  x= —  oo,  !a  suile  des 
signes  est  — [ — ,  eile  presente  deux  variations;  pour  x=-{-  oo, 

Ics  signes  sont  + -| — | ,  il  y  a  unc  \arialion  seulement  et 

l'equation  proposäe  admet  par  consequent  une  seule  racine 
reelle. 

228.  Chcrchons,  comme  scconde  applicalion,.Ia  condiüon 
pour  que  requalion 


"i  _L 


px  -{-q=:0 


ait  les  Irois  racines  reelles. 
Oaa 


Y  :=2  x^  -\-  px  -\-  (7, 
V'==  -dx^  +  p, 

on  oblient  Vj  et  Vj  par  les  divisions  successives.  Pour  evitei  Ics 
fractions ,  on  a  soin  de  mulliplier  le  dividende  par  3  dans  la 
preniicre  division,  et  dans  la  seconde,  par  4p*,  qui  est  posii.if, 
ou  trouve 

V2  =  — 2pj;-37, 
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Lorsque  x  pnsse  de  —  oo  ä  -f  °° ,  '^^  ^uitc  V,  V,  Vs,  V3  doit 
pcrdre  Irois  varialions ;  il  faul donc  qii'elle  eii  piesenle  Irois  pour 
x  =  —  00,  et  n'en  ait  plus  aucune  pour  a;  =  -j-00.  G'esl-ä-dire 
que  les  coeiiicicnls  des  preuiiers  tcrines 

1,  3,  —  2p,  —  4/— 27f/ 

soicnt  tous  de  meine  sigiie.  On  doit  donc  avoir 

qui  sont  bien  les  condilions  obtenucs  par  d'autres  möthodes. 

resum6. 

220.  Enonc6  du  thöoräme  de  Sturm.  —  221.  La  suite  des  fonctions 
definies  dans  Tenonce  perd  une  Variation  lorsque  x,  en  croissant, 
franchit  une  racine  de  requation  proposee.  —  222.  Aucun  change- 
ment  ne  se  produit  dans  le  uombre  total  des  variations,  lorsque  x 
franchit  une  racine  de  l'une  des  fonctions  auxiliaires,  —  223.  II  est 
permis,  dans  les  Operations,  d'introduire  ou  de  supprimer  des  fac- 
teurs  numeriques  positifs.  — 224.  Gas  oü  l'une  des  limites  est  racine 
de  la  proposee.  —  22S.  Gas  oü  Ton  peut  reduire  le  nombre  des  fonc- 
tions. —  226.  Conditions  pour  que  toutes  les  racines  d'une  6quation 
soient  reelles.  —227,  22Ö.  Applications  du  theort-nie. 
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DES  DIFFEREIVCES. 


GIIAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  SUR  LA.  THEORIE  DES  DIFFERENCFS. 

§  I.  Differences  des  divers  ordres. 

229.  Definition  des  differences.  Si  l'on  coiisidöre  une  suite 
de  nombres  qui  se  succedent  suivant  une  loi  quelconqiie,  les 
differences,  obtenues  en  retranchant  chacun  d'eux  de  cekü  qui 
le  suit,  forment  une  nouvelle  suite,  dont  les  termes  se  nomment 
les  differences  des  termes  de  la  premi^re. 

Ainsi,  la  suite  proposee  6tant  reprösentöc  par 

[1]  Vü,   Vi,  1/2 >   ^^3,   .-.     Vn~\,Vn', 

la  suite  des  diff(^rences  sera 

[2]  Vi  —  yo ,  Vi — 2/i ,  v% — !/2, ...  Vn—  Vn-\ ; 

(1/1 — ^o)  est  la  difl'crence  de  1/0  5  OVa  —  Vi),  la  difference  de  1/1; 
(i/„  —  t/„_i),  la  dißerence  de  y„-i.  Pour  former  la  difference  de 
j/„,  il  faudrail  connaitre  un  terme  de  plus  dans  la  suite  [1]. 

Pour  dL'signer  les  differences,  on  se  scrt  souvent  du  signc  A. 

Ainsi,  ^ijk  d^signc  la  di(Terenc6(yt+i — ijk)-  D'apres  cette  nota- 
tion,  les  termes  de  la  suite 

y<>,  ?/i,  1/2, ...  Vu, 
auront  pour  differences 

A)/o,  A//,,  A?/,,  ...  Ai/„_i. 

250.  Definition  des  differences  secondes.  Une  suite  qucl- 
conque  de  nombres  ötant  donnöe,  lenrs  differences  forment 
une  nouvelle  suite,  ayant  un  terme  de  moins  que  la  prämiere. 
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L'on  peut  opßrer  sur  celte  suile,  comme  sur  celle  qui  kii  a 
donn6   naissance,  et  former  les  diff^rences  des  differences, 
que  Ton  noinme  des  differences  secondes.  Oii  les  designe  par  le 
sigiie  A^. 
Aiiisi,  6tant  donn^e  la  suile 

I/o,   Vl^    '!/2,   ...    l/n. 

les  difft^rences  premiäres  seront  designees  par 

^l/o,  At/ij  A?/2,  ...  Ai/„_i; 
et  les  differences  secondes 

Aj/,  —  Aj/o>  A(/2  —  At/,  ,  . . .  Ai/„_i  ~ Aiy„_j, 

le  seront  pai 

A-^i/o,  A^i/i,  ...  A2i;„_2. 

Celle  nouvelle  serie  a  övidemment  un  terme  de  moins  que  la 
pr6c6denle,  et,  par  suile,  deux  termes  de  moins  que  la  proposee. 

251.    DEFINITION    DES    DIFFERENCES    d'ORDRE    QUELCONQUE.    Si 

Ton  opeie  sur  la  suile  des  differences  secondes,  connne  on  I'a 
fait  sur  la  suile  proposee,  on  formera  les  differences  des  diffe- 
rences secondes,  que  l'on  nomine  des  differences  troisiemes,  et 
que  l'on  designe  par  le  signe  A^ 
Ainsi,  les  differences 

Ahji  —  A^yo,  A-(/2  —  A')/i,  . . .  A^i/„„2  —  A»?/„_, 

se  dösignent  par         A^t/o   A'i/i,  . ..  A*i/„_3. 

On  congoit  que  l'on  peut  continuer  ainsi  indefiniment,  et  for- 
mer les  differences  qualri^mes,  cinquiömes,  etc.,  qui  se  desi- 
gncront  par  les  signes  A*,  A^ . . .  ;  le  nombre  de  ces  differences 
n'elanl  limite  que  par  celui  des  termes  de  la  suile  proposöe. 
Ainsi,  deux  termes  ne  donnenl  lieu  qu'ä  unc  dilierence  pre- 
miere,  et  il  n'y  a  paslieu  deconsiderer  leurdifference  seconde. 
Trois  termes  donnenl  lieu  ä  deux  differences  premieres  et  ä  une 
dilierence  seconde;  il  n'y  a  pas  lieu  de  considerer  leur  diffe- 
reiice  Iroisieme.  En  general,  in  termes  donuent  lieu  ä  (m  — 1) 
differences  premieres ,  ä  {m  —  2)  ditierences  secondes ,  .  . .  ä 
une  differcDce  (w  —  1)"'*;  il  n'y  a  pas  lieu  de  considerer  leur 
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difference  ?n"'^  Si  une  suile  est  illiinUee,  on  peiit  considörer  des 
dilTerences  d'un  ordre  illimilö. 

2Ö2.  USAGE  DES  DIFFERENCES  POUR  LA  FORMATION   DES  CARRES. 

Nüus  cominencerons  par  inonirer,  par  deux  cxernples  simples, 
de  quelle  ulüite  peul  elre  la  consideralioii  des  diflerences. 
Gonsidörons  la  suite  des  carr6s  des  iiombres  nalurels : 

[1]  1,   4,  9,   16,  25,  36,   49,   64,  81,    100...; 

les  differences  premieres  soiit : 

[2]  3,   5,  7,     9,   11,    13,    15,    17,    19  .  ..; 

et  les  diff6rences  secondes, 

[3]  2,  2,   2,     2,     2,     2,     2,     2..., 

sont  toutes  Egales  entre  elles.  La  dömonstration  esf  tellement 
simple,  que  iious  croyons  pouvoir  iious  dispenser  de  la  doiiiier 
ici. 

D'apres  cetle  remarque,  si  l'oii  voulait  former  la  lable  des 
carres  des  nombres  natiirels,  on  commencerait  par  ecrire  la 
suile  [2], 

[2]  3,   5,   7,  9,    11,    13,   15,   17,    19..., 

piiis  le  premier  terme  de  la  suile  des  carres,  qui  est  1 ;  et  il  est 
evident  (jue  cbaque  carre  s'obliendrait  du  pröc6denl,  en  ajou- 
tant  le  terme  correspondantde  cette  suile  [2]. 

Ainsi,  on  dirait  3  el  1,  4;  4  el  5,  9;  9  el  7,  16,  etc. 

255.  USAGE  DES  DIFFERENCES  POUH   LA  FORMATION   DES   CUßES. 

Gonsid^rons  la  suile  des  cubes  : 

LI]        1,     8,  27,  64,    125,   216,   3'i3,   512,   723,...; 
les  differences  premieres  sont : 

[2]       7,   19,   37,   61,     91,    127,    169,   217,. .T; 
les  ditT6rences  secondes  sont : 

[3]     12,   18,   24,  30,     36,     42,     48,...; 


218  LI  VRE  IV. 

et  les  differcnces  troisicmcs, 

[4:       6,     6,     6,     6,       6,       6, 

sonl  conslarites  et  ^gnlcs  ä  6.  Gelte  loi  est  generale.  En  effet, 
qiialre  cabes  cons(5cutifs  sont : 

a^(a  +  l)^  (a+2)S(a  +  3)«; 
les  difförences  premieres  sont : 

3a^+3f/+l,  3(ö+l)^  +  3(a+l)  +  l,  3(a+2f4-3(a  +  2)  + 1 ; 
les  (JifTörences  secondes  sont : 

3[(a+l)^-a^-]  +  3,     3  [(a -f  2)^  -  (a  +  1)'^]  +  3, 
c'est-ä-dire,  en  reduisant, 

6a-f6,     6(a+l)4-6; 

et  la  difference  de  ces  dcux  expressions,  c'est-ä-dire,  la  diffe- 
rcnce  troisieine,  est  evidemment  6. 

D'apres  cela,  pour  former  un  tableau  des  cubes,  on  formerait 
succcssivcment  les  siiites  [4]  [3]  [2]  [1],  chacune  permetlant 
d'obtenir  la  suivanle  par  de  simples  addilions.  Ainsi,ayant  ecrit 
la  suite  [3]  sur  unc  ligne  verlicale,  on  obliendra  la  suite  [2]  en 
ecrivant  son  preniier  terme  7,  et  en  remarquant  que  cliacun  des 
antres  se  forme  du  precödent  par  l'addition  du  terme  correspon- 
dant  de  la  suite  [3]. 


12 

7 

18 

19  = 

12  + 

7 

24 

37  = 

18  + 

19 

30 

61  r= 

24  + 

37 

36 

91  = 

30  + 

61 

42 

127  = 

36  + 

91 

48 

169  = 

42  -f 

127 

54 

217  == 

48  4- 

169 

CO 

271  — 

54  + 

217 

66 

331  ~- 

60  + 

271 

72 

397  = 

66  + 

331 

78 

469  = 

72  + 

397 
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Ayantainsi  form6  la  suite  [2],  c'est-ä-dire  Ics  differences  pre- 
miöres  des  cubes,  chaque  ciibe  pourra  se  d6diiire  du  pr6cedent, 
en  lui  ajoutant  la  difference  correspondanle,  en  sorte  qu'ils  se 
deduironl  tous  du  premier  1,  par  de  simples  additions. 

Ainsi,  ayant  ecrit,  sur  une  ligne  verticale,  les  differences  pre- 
mieres  obtenues  plus  haut,  onformera  la  söriedes  cubes,  comme 
l'indique  le  tableau  suivant : 


7 

1 

19 

8=    7+      1 

37 

27=19+      8 

61 

64  =  37+    27 

91 

125=61  +    64 

127 

216  =  91  +  125 

elc. 

etc- 

Le  tableau  suivant  resume  les  resuUats   que  nous  venons 
d'obtenir. 


CUBES. 


DIFFERENCES 

DIF<<-ERENCES 

DIFFERENCES 

1  res 

q  nies 

3"'-. 

7 

12 

6 

19 

18 

6 

37 

24 

6 

61 

?0 

6 

91 

36 

6 

127 

,        42 

6 

169 

48 

217 

1 

8 
27 
64 
125 
216 
343 
512 
729 


Pour  fonner  ce  tableau,  on  ecrit  d'abord,  dans  la  premiere 
colonne  de  gauche,  trois  cubes  cons^culifs,  1,  8,  27;  on  en  con- 
clut  les  deux  differences  preniieres,  7  et  19,  que  Ton  ecrit  dans 
la  seconde  colonne,  et  la  difference  seconde  12,  que  Ton  6crit 
dans  la  troisieme.  Puis,  apres  avoir  ecrit  plusieurs  Ibis,  dans  la 
quatriäme  colonne,  la  difference  troisieme  quiest  toujours6,  on 
ajoule  cetle  difference  ä  celle  qui  est  ä  sa  gauche,  en  disant ; 
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6  et  12...  .8;  6  et  18...  24;  6  et  24...  30,  etc.;  Oll  forme  ainsi  la 
(i'oisieme  colonne.  Oa  forme  de  meme  la  seconde  colonne  ä 
l'aide  de  celleci,  en  disant  :  18  et  19...  37;  24  et  37...  61;  30 
et  61...  91,  etc.  Entin  la  seconde  colonne,  ainsi  construite,  sert 
ä  former  lapremiere;  on  dit :  19  et  37...  64;  61  et  64...  125;  91 
et  J25...  216,  et  ainsi  de  suite. 

Ün  voit  qu'un  nombre  quelconque  du  tableau  est  egal  au  nombre 
place  au-dessus  de  lui  dans  la  meme  colonne,  augmente  decelui  qui 
est  ä  la  droite  de  ce  deniier  dans  la  colonne  suivante. 

§  IL  Formules  des  differences. 

254.  Expression  ee  ^Piiq  en  fonction  de  u^,  Uj,  ih,...  Up. 
Lorsque  (n+  1)  quantiles 

ifo,     l'l,    1(2,  •'    K'n, 

sont  donn^cs,  il  n'y  a  aiicuiie  difticulte  ä  former,  d'apr^s  ce  qui 
precedc,  leurs  diffeiences  successives  jusqu'ä  la  n*"'  inckisive- 
menl;  nous  ne  nous  bornerons  pas  cependant  aux  indications 
qui  permeltent  d'cffecluer  ces  calculs,  et  nous  donnerons  la  for- 
mule  qui  en  exprime  le  resultat  general. 
On  a,  d'apr^s  les  d6finilions  : 

Auo=-iii — !((„  Aiti  =  i/2  — '»1,  A»2=»3  —  u^,...; 

A^,'(,=A(/i— Ai.'o  =  'W2— 2Wi+f'o)  ^-Ul=^Ui—^Ul=u^—2u.2-{-Ul,...; 

Xhiß  —  A-u,  —\hiü  =  (Ws  -  2 ('2  -f  «0  —  («2  —  2i(i -f  tfo) 

Sans  aller  plus  loin,  on  peut  pr6voir  la  loi  suivante  ;  ladiße- 
rence  de  rang  p  se  forme  en  mullipliant  Up,  Up_i...  Uo  par  les  coef- 
ficients  du  developpcment  de  (x — a)''. 

Pour  montrer  que  celtL;  loi  est  generale,  nous  allons  faire 
Yüir,  qu'en  radmeltant  cuiimie  vraie  pour  une  diflerence  d'un 
eil  lain  ordre,  eile  est  vraie,  par  cela  meine,  pour  la  difl't^rence 
d'ordre  immediatement  superieure. 

Soll  donc  : 

,   v{v—\)  p{j)—l)(i)—2)  ,        , 
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Gelte  formule,  donnantla  differcncep'""  du  prcmiertermed'unc 
suilc  quelconquc  en  fonction  des  (jo-|-l)  premiors  termes,  nous 
poiivons  l'appliquer  au  calcul  de  APt/j,  en  considerant  Wi  commc 
Premier  tcrme  de  Ja  suite 

cela  revicnt  6vidcmment  ä  remplacer,  dans  la  formule  [1],  iio 
par  Ui,  Ui  par  u^,...,  c'esl-ä-dire  ä  augmentor  tous  les  iudices 
d'une  unil6.  On  aura,  par  suite,  en  vertu  de  la  meme  formule  : 

[2J   ^nii—Uf+i—pUp-] Y^r~     P-'^ r2~3  ''p-2   I    •••) 

üu,  en  relranchant  Tegalite  [l]  de  l'ägalite  [2]  ; 

A''^' Mo  =  ^"ih  -  A^^o  =  u,,,~  (p  -f  1)  a,  4  (^-^^7^  +  p)  ^i,-i 
fp{p-\)(p-2)  ,   p(p  — 1)\„        , 

0r(46)  la  somme  de  deux  coeflicients  successifs  du  developpe- 
menl  d'un  binome  forme  un  ccfcfficient  du  döveloppcmcnt  de  la 
puissance  immedialement  superieure;  on  peut  donc  ecrire  ; 

(/^4-i)p(?J-i).,      ,      . 

1.2  3  ^'>-2i--» 

c'est  pr6cisement  ce  qu'il  fallait  dömontrer. 

2oo.  Expression  de  it^  en  Function  de  Uq  et  de  ses  p  diffe- 
RENCES  succESsivES.  Reciproqueuient,  yi  l'on  donne  Vo  et  ses  n 
difltirences  successives  Auo,  A-^o,...  A"Mo,  on  peut  calculer  es 
lermes  successifs  «i,  1(2,,..  m„;  nous  donnerons  aussi  la  formule 
g6n6rale,  ä  laquellc  conduit  ce  calcul. 
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Oll  a,  par  definilion  : 

t'i  =  f'o  +  ^"o, 

11^—  iii-\-Aui  =  t(^-\-  Ai/o  +  ^llü  +  ^^Uü  ~  i'o  +  "^  ^"o  +  ^^«0. 

=  Wo  +  2  Auo  +  A-  iio -\-  (Ai/o+A-»o)  +  (A^f^u-K'f'ü)« 

=  'Uo  +  3Amo  +  3A2i?o+A'ho; 

et  Ton  apei'Qoit  iuim^diatement  la  loi  suivante. 

Le  terme  Up,  de  rang  (p  +  1),  se  forme,  en  muUipliant  Uj  et  les 
difj'erences  successives,  Auo,  A^w^,  A\)o...  Apho,  par  les  cocfficients 
du  developpement  de  (x  +  a)^- 

Pour  d^montrer  que  celle  loi  est  generale,  nous  prouverons 
eiicore,  qu'en  l'admettant  comine  vraie  pour  im  terme  de  cer- 
tain  ordre,  eile  est  vraie,  par  cela  meme,  pour  un  terme  imme- 
dialeinent  suivant. 

Supposons  donc  quo  Ton  ait  prouve  la  formuie  : 

Cetlc  forinule  donnc  le  {p-{-l)'"'  terme  d'une  suite  quelconquc 
Wo,  «1,  u^y  ^V>  cn  f'onction  du  premier  et  de  ses  p  diflörences  ; 
succcsbives ;  si  donc  nous  appliquons  la  meine  formuie  ä  la  s6rie 

Ai^o,  Afi),  Aif,.--  AUp, 

eile  nous  donncra  le  {p  +  1)""  terme  Am^,  en  fonction  du  pre- 
mier Amo  et  de  ses  p  difl'örcnccs  successives  qui  sont  evidem- 
mont  A^ifß,  A'ko-"  ■^^"^'^'o  ;  on  aura  donc  : 

[2]     A//,=  A«o  +  ?)A^i'o  +  ^-^^f^^  aX+-'+^''^' Wo; 
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formule  qui  so  d6duit  de  [1]  en  augmentant  d'une  unite  les  iii- 
dices  des  ^.  En  ajoutant  Ics  formules  [1]  et  [2],  il  viciit : 

et,  commc  (4C)  la  somme  de  deux  coefticicnts  conseculifs  de  la 
puissance  p  d'un  binome  estun  coefficient  de  la  puissance  (p-j-l), 
cette  6galil6  peut  s'^crire  : 


U,.,  -«0+  {P  +  1)  AUo  -f  ^tilZ^  A'^, 


"0 


<"+"'"'^-'-'a»«.  +  ...; 


'    ■  1.2.3 

ce  qui  eüt  precisöment  le  resullat  qu'il  tallait  oblenir. 

§  III.  Differences  des  polynomes. 

256.  Nous  avons  reconnu  (i5ö2),  que  la  suite  des  carres  des 
non ihres  naturels  a  ses  diflerences  secondes,  et  la  suite  des 
cubes  ses  dilTerences  troisiemes  egales  ä  une  constante.  Cette 
proposition  s'etend  aux  difförences  quatrienies  de  la  suite  des 
quatriemes  puissances,  aux  differences  cinquicnics  de  la  suite 
des  cinquienies  puissances,  etc.  Mais,  sans  nous  arieler  ä  ces 
propositiüus,  nous  deinontreronsle  llieoreme  suivant,  dontelles 
sont  evideniment  des  cas  particuliers. 

Th6ör6me.  Si  dans  unpolynome  en  x,  de  degre  m,  o)i  substitue 
ä  X  wie  suite  denomhres  en  progression  arithmctique,  les  differences 
m""  des  resultats  obtenus  sont  constantes. 

I 

Süit,  cn  effet,  le  polynome  : 

[IJ     y  =  F(a;)  =  Ax"'  +  A,x'"-'+A»a;"'-»  +  ...  +  A„._.a;4-  A„. 
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Supposons  que  Ton  subslitue  ä  x  les  valeurs  successivcs 

d^signonspar  ij„  y„  ij,,...,  y,,..., 

Ics  valeurs  correspondantes  de  y.  Toutes  ces  valeurs  sont  evi- 
demment  des  polynomes,  de  dcgr6  m,  en  x^,  dont  les  coefü- 
cieuts  dopenden!  de  h  :  car  on  a  : 

F(.To  +  ph)  =  Fiph  +  xo)  =  F{ph)  +  F'  {ph)x,    . 

De  plus,  il  est  clair  que,-  pour  passer  de  l'une  de  ces  valeurs 
ä  la  suivanle,  il  suffit  d'y  changer  Xo  en  {xo-{-h).  On  a,  en  effct, 
en  considerant  deux  valeurs  cons6cutives  de  y,  y^  et  y^^i  : 

y^=  F  {x,  +  ph),     y^+  i  =  F  [xo+  ( p  4- 1)  ^i\ ; 

et  liest  Evident  que  {^ü+(P+1)^1  peutse  d6duire  de  (rCo+P^)» 
en  y  changeant  iTo  en  (a^o  +  /0' 

Cela  pose,  les  diff^rences  premieres  Ay,,,  Ai/i,  At/j-..  sont  des 
polynomes  du  degre  (m  —  1)  en  x^,  dont  les  coefticients  depen- 
dent  de  h.  On  a,  en  effet : 

Ay 0  =  1/1  -  y„ -- F  (a^o  + /i)  -  F  (.To)  -  F' (a^o) /i  4- F"(a;„)  ^^  + . . . . 

Or  on  sait  que  F'{rCo)  est  un  polynome  de  degre  {m—  1), 
F"(iCo)  un  polynome  de  dcgr6  (m  — 2),  etc.;  la  proposilion  est 
donc  demontröe  pour  Ayo-  H  en  r^sulte  qu'elle  est  vraie  pour 
les  differences  suivantes,  A?/i,  A?/2,...;  car  chacune  d'elles  se  d6- 
duit  de  la  prccedente,  en  changeant  o^o  en  {x^-\-h);  ce  qui  ne 
change  pas  son  degre,  par  rapport  ä  x,^. 

La  s6rie 

[2]  Ayo,  Ayi,...,  A//„..., 

pourrait  dojic  s'oblcnir,  en  suhstituant  succcssivcmcnt  ä  x,  dans 
un  certain  polynome,  de  degrö  (m —  1),  les  valeurs  x^,x<i-\-h.... 
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Si  doiic  nous  appliquons  ä  celte  suite  ce  qui  a  6te  dit  de  la 
suite, 

I/O'    Vir--,    Vny 

d^duite  de  la  m6me  maniere  d'un  polynome  de  degr6  m,  nous 
verrons  qiie  les  differences  des  termes  de  la  serie  [2],  c'est- 
ä-dire 

[3]  .  A^yo,  A^2/i,.-.,  ^'Un, 

sont  des  polynomes,  de  degr6  (?n —  2),  en  Xo,  et  que  chaeun  se 
d^diiit  du  pr^c^dent,  en  y  changeant  Xa  en  (x^  -\-h)\  en  sorte 
qu'ils  peuvcnt  tous  se  deduire  d'un  niäme  polynome,  en  y  chan- 
geant X  en  Xa ,  iTo  +  h,  Xq-\-2  h, . . . 

Si  nous  appliquons  ä"la  suite  des  differences  secondes  le 
theoreme  dont  nous  avons  d^jä  deux  fois  fait  usage,  nous  ver- 
rons que  les  differences  des  termes  de  la  serie  [3],  c'est-ä-dire 

[4]  A'j/o,  A^y,,...,  A'?,/„, 

sont  des  polynomes,  de  degr6  (m  —  3),  en  a;,. 

Et,  en  continuant  de  la  memo  maniere,  nous  verrons  que  les 
difft^rences  quatriemes  sont  des  polynomes  de  degre  (m  —  4),  les 
differences  ciuquiemes,  de  degre  {m—  5),...  et  enfm  les  diffe- 
rences W"",  de  degr6  0,  c'est-ä-dire  ind^pendantes  de  Xo;  ce 
qui  prouve  le  theoreme  enonc6.  Gar,  pour  obtenir  chacune  de 
ces  differences,  on  doit  changer,  dans  la  pr^cedente,  Xo  en 
(a?o  +  h) ;  et  ellcs  sont,  par  consequent,  constantes,  quand  elles 
ne  contiennent  pas  x^. 

257.  Remarques.  En  revenant  sur  les  d^lails  de  la  demon- 
stration  prectidente,  on  peut  faire  plubieurs  remarques  utiles. 

Remarque  I.  On  a  trouv6  la  formule  : 

[1]  Ayo  =  y,-  yo=  F{x,-]-h)-¥{x,) 

=  Fix,)h-^¥"{x,)-^^+...-^^"'^'''^^ 


1.2    '  l.-i...)/i 


On  voit  que  l'accroissemcnt  h  est  facteur  dans  le  second  mem- 
bre;  et  qi'il  le  scra  encore,  si  l'on  remplace  x  par  {xo-\-h), 
(a?, +  2/?),  pour  former  les  differences  Ay,,  A^/j,...;  en  sorte 
A.LG.  SP.  B.  15 
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que  toutes  les  differences  premieres  contiennent  eu  fucteur  l'ac- 
croissementÄ. 

Remarque  II.  II  est  Evident  que,  si  le  pulynome  propos6  f(x) 
renfermait  h  en  facteur,  ce  facleur  se  retrouverait  dans  les  de- 
riv^essuccessives  ¥'{x),  ¥"{X(t)...  F'"(a7o);  et,  par  suite,  lous  les 
lerines  de  la  difference  contiendraient,  iion  plus  seulement  h, 
mais  h^  en  facteur.  II  r^sulte  de  lä  que,  la  difference  premiere 
etant  un  polynome  qui  contient  h  en  facteur,  la  difference  se- 
conde  conliendra  h^  en  facteur  ätous  les  termes.  La  l'ormule  [1] 
prouve,  en  g6neral,  que,  si  un  polynome  F{x)  contient  en  fac- 
teur une  puissance  h^  de  h,  sa  difference  conliendra  ä  tous  les 
termes  le  facteur  /t''+* ;  et  il  en  resulte  de  lä,  que  les  ditlerences 
des  differences  secondes,  c'est-ä-dire  les  difförences  troisiemes, 
contiendront  le  facteur  h^,  que  les  differences  quatriemes  con- 
tiendront  le  facteur  /t*,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que,  si  l'accroissement  h  decroit  de  plus  en  plus,  les 
difference  d^croitront  suivant  une  loi  d'autant  plus  rapide  que 
leur  ordre  sera  plus  61eve. 

Remarque  III.  L'expression  generale  de  A^/o, 


Ayo  =  P'(^o)^  +  F''(^o)^2  +  -' 


est,  comme  nous  l'avons  dit,  un  polynome,  de  degr6  {m —  1), 
que  l'on  peut  ordonner  suivant  les  puissances  de  x^.  Si  Ao;"*  re- 
presente  le  premier  terme  de  F  {x),  il  est  facile  de  voir  que  le 
premier  terme  de  At/o  sera  le  premier  terme  de  F'  (x^)  h,  c'est- 
ä-dire,  wAa!'"-*/i;  et  que,  par  suite,  Ay,,,  Ayi,  Ai/a--»»  s'obtiendront 
en  substituant  ä  x  les  valeiirs  x^,  {x^  -f  h),  (a^o  +  2/i)...  dans  un 
polynome  dont  le  premier  terme  est  mhkx"'~\  En  appliquant 
ä  ce  polynome  le  rösultat  trouv6  pour  F  {x),  on  verra  que  les  dif- 
ferences premicros  de  ce  polynome,  c'est-ä-dire  les  differences 
secondes  de  f{x),  peuvent  s'oblenir  en  substituant  ä  x  les  va- 
leursa^o,  {Xü-\-h)..,,  dans  un  polynome  dont  le  premier  terme 
est  m{m—\)kh'^x"'-^.  On  verra  de  meme,  que  le  premier 
terme  du  polynome,  qui  donnerait  les  differences  troisiemes, 
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est  m  (m —  1)  (m  —  2)  A/i^a;'"-'.  Eiifin  la  differcncc  m"*,  qui  se 
reduit  ä  im  scul  terme,  puisqii'elle  est  ind6[)endante  de  x^,  est ; 

m(m  —  l)  (m  —  2)  (m  — 3).  .2A/r. 

Les  polynomes  en  x,  dont  il  est  queslion  ici,  sc  nomment  les 
diffcrences  piemiere,  deuxieme,  troisieme,...  rii"'%  du  polynome 
yz=F{x),  et  se  d^signent  parles  notalions  Äy,  A-y,  A'y,...  \"'y. 

2o8.  Application  au  polynome  du  troisieme  degre.  Si  nous 
considerons  le  polynome  du  troisieme  degre  : 

[1]  y^x^-\-  vx"  +  qx  +  r, 

nous  trouverons  sans  peine,  en  y  remplagant  x  par  {x-\-  h),  et 
en  retrancliant  [1]  du  resullat : 

[2]         A?/  =  3  a;  Vi  +  (3  h^  +  2  p/i)  a;  +  h^  +  ph^  +  qfi ; 

de  meme,  en  remplagant  x  par  {x-\-h)  dans  [2],  et  en  retran- 
cliant cnsuite  [2]  du  resultat,  on  a  : 

[3]  ÄV^  =  6  xh^  +  6  /i''  +  2  ph"" ; 

et,  en  operant  sur  [3]  de  la  meme  maniere,  on  a  : 

[4]  A^7/=:6/t^ 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  Ayo,  Ayj,  ^y2■■.',  A^^/o,  A-yj,..,  11 
suffira  de  remplacer,  dans  le  second  membre  des  formules  [2] 
et  [3],  X  par  x^,  (x^-^-h),  etc. 

Si  l'on  voulait  I'ormer  les  valeurs  num^riques  de  la  fonetion  y 
et  de  scs  differences,  il  faudrait  proc^der  comme  on  Ta  indiquö 
pour  former  le  tableau  des  cubes. 

239.  ExEMPLE.  Soit,  par  exemple,  le  polynome 

y  =zx^  —  bx-  -{-Qx  —  l; 

formons  les  valeurs  que  prend  ce  polynome  pour  des  valeurs 
entieres  de  la  variable.  Si  Ton  fait  successivement  x= —  1 ,  a;  =  0, 
a?=  1,  on  trouve  pour  valeurs  correspondantes  de  y,  y  =  —  13, 
y= —  1,  y=ly  dont  les  differences  premieres  sont  12  et  2,  et  la 
diffärence  seconde  est  —  10.  Quant  ä  la  diff^rence  troisieme 
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de  y,  on  sait  qu'elle  est  ^gale  ä  6.  On  disposera  ces  r^suUats  de 
la  maniöre  suivanle : 


X 

y 

Ay 

^'u 

Ihj 

6 

6 

6 

—  1 

-13 

12 

—10 

6 

0 

—  1 

2 

6 

+  1 

+  1 

6 

et  Ton  remplira  ensuite  les  difi'erentes  colonnes,  en  rcmarquant 
que  cliaquc  terme  de  Tune  d'elles  (la  prämiere  colonne  exceptee) 
est  6gal  ä  cclui  qui  est  au-dessus .  augment6  du  terme  corres- 
pondant  ä  ce  dernier  dans  la  colonne  placöe  ä  sa  droite.  Cette 
remarque  permet  6videmment  de  prolonger  les  colonnes  dans 
les  deux  sens-,  on  trouve : 


X 

y 

\ij 

A^y 

A'i/ 

—  5 

—  281 

112 

—  34 

6 

—  4 

—  169 

78 

—  28 

6 

—  3 

—  91 

50 

—  22 

6 

—  2 

—  41 

28 

—  16 

6 

—  1 

—  13 

12 

—  10 

6 

0 

—   1 

2 

—  4 

6 

1 

+   1 

—  2 

+  2 

6 

2 

—   1 

0 

+  8 

6 

3 

—   1 

8 

-h  14 

4 

+   7 

22 

5 

+  29 

Pour  prolonger  d'abord  la  colonne  des  differences  secondes  vers 
lebas,ondit:  — 10  +  6..  .— 4;  — 4  +  6..  .2;  +  24-6.  ..8,etc. 
On  prolonge  de  möme  la  colonne  des  difförences  preraieres,  ä 
l'aide  de  la  precedente,  en  disant :  —  4  +  2. ..  —  2;+2  —  2...0; 
8  +  0. . .  8,  etc.  On  prolonge  de  meme  la  s6rie  des  valeurs  de  y 
(qulcorrespondentäa;  =  2,3,  4,. . .)  en  disant :  — 2  +  1...  —  1; 
0=1.. .  —  1;  8  —  1...7,  et  ainside  suite. 
Pour  prolonger  les  colonnes  vers  le  haut,  on  remarque  qu'un 
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terme  d'une  colonne  est  la  difförence  entre  le  terme  plac6  au- 
dessous  de  lui  dans  la  meme  colonne,  et  le  terme  plac6  ä  droite 
et  au-dessus  dans  la  colonne  suivante.  On  prolonge  donc  d'abord 
la  colonne  inlitulee  A^y,  en  disant  : — 10  —  6...  —  16;  — 16 
— 6... — 22; — 22  —  6.. . — 28,  etc.  On  prolonge  ensuile,äraide 
de  celle-cl,  la  colonne  des  ^y,  en  disant  :  12  —  ( — 16)...  28; 
28  — ( — 22)...  50,  etc.  On  prolonge  enfin  la  s6rie  des  valeurs 
de  y,  en  disant;  —  13  — 28.  ..—41 ;  — 41  — 50. . .  — 91,et  ainsi 
de  suite. 

240.  Remarque.  On  voit,  par  l'exemple  prec^dent,  que,  pour 
calculer  les  valeurs  d'un  poIynome  du  troisiöme  degr6,  qui  cor- 
respondent  ä  des  valeurs  entieres  de  la  variable,  il  suffit  de  con- 
naitre  Celles  qui  correspondent  ä  trois  nombres  entiers  cons6- 
cutifs  —  1, 0,  -j- 1 ;  en  se  fondant  sur  ce  que  la  differcnce  troisieme 
est  constante,  il  est  tr^s-facile  d'obtenir,  par  de  simples  addi- 
lions,  les  valeurs  suivantes. 

Si  le  polynome  propos6  ötaitdu  quatrieme  degre,  la  differcnce 
quatrieme  serait  constante;  et,  pour  former  la  serie  de  ses  va- 
leurs, il  sufflrait  de  connaitre  quatre  valeurs  consecutives.  II  en 
faudrait  cinq  pour  un  polynome  du  cinquiemc  degre;  et  ainsi 
de  suile.  II  faudrait  en  connaitre  m  pour  un  polynome  du  m"" 
degr6. 

§  IV.  Differences  des  fonctiüiis. 

241.  Di^FiNiTioN.  Soit  une  fonction  quelconque  y  =  F{x).  Si 
Ton  d^signe  para?  une  quelconque  des  valeurs  attribuees  äo;,  et 
par  (x  -\-  h)  la  valeur  suivante,  l'expression 

Ay  =  XFx)  =  ¥(x  +  h)  —  F(a-) 

se  nomme  la  differcnce  premierc  de  ¥{x).  De  meme,  si  l'on  change 
X  en  {x-\-h)  dans  AF(a;),  la  differcnce 

\'ij  =  \-'F{.r)  =  \F{x  +  h)  -  ^F{x) 

SC  nomme  la  differcnce  seconde  de  F(x).  Et  ainsi  de  suite. 

ExEMPLE.  Soit:  y  =  a'. 
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Ona:  Ay  —  a^^"  — a^  =  a'=(a''— 1), 

c'est-ä-dire  que  la  difference  premiere  s'obtient  en  multipliant 
la  fonction  par  la  constante  a".  On  a,  par  suite : 

^hJ  —  a''{oJ'  —  ly,  A^y  =  a'^ia''  —l)\...k'ij  =  of{a''  —  1)". 

§  V.  Usage  des  differences  pour  la  construction  des  tabies  numeriques. 

242.  Tables  numeriques.  La  consideration  des  differences 
est  fort  utile  dans  la  construction  des  tables  de  toute  espfece.  II 
arrive,  en  effet,  presque  toujours  que,  dans  une  s6rie  de  noin- 
Lres  resultant  d'unc  loi  reguliere,  et  suffisammcnt  rapproches 
les  uns  des  autrcs,  les  differences  tendent  de  plus  en  plus  vers 
r^galit^,  ä  mesure  que  leur  ordre  s'6leve.  En  negligeant  des 
quantites  fort  petites,  on  pourra,  ä  pariir  d'un  certain  ordre, 
leur  supposer,  dans  un  certain  Intervalle,  une  valeur  invariable, 
et  construire  la  table  comme  s'il  s'agissait  des  valeurs  d'un  poly- 
nome. 

Ne  pouvant  donner  ici  la  raison  de  ce  fait  general,  nous  nous 
bornerons  ä  le  d6velopper  sur  deux  exemples. 

243.  ExEMPLE  I.  Si  l'on  pose  : 

y  =  log  X, 
on  aura : 

A//  =  log  ix  +  h)  —  log  (x)  =  log  ( 1  -\-  i), 

QU  Aw  =  log  e  ( jr-.  +  -;— .• . .  1 

■^  ^    \x      2x'  '   dx'      ) 

Puis  :  HsP-ij  =  log  [x  -f  2h)  —  2log  (x  -{-  h)  -f  log  x 

=  log  (x  -f  2h)  —  log  a?  —  2  I  log  (x  +  /O —log OS  ] 

-— '<-(S-|'+...)- 


OU 
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Pllis : 

A'y  =  log  (rr  +  3h)  —  3log  (x  +  2h)  +  Blog  {x  -{-  h)  —  logo; 

3/A 


=  lo,(.+|)-3,o,,(>+f)+3,o,(,+^) 

Oll    A^y  =  lügc(^:^  — etc.J. 

Si  l'onsiippose,  par  exemple,  x=z  10000  et/i=l,  il  viendra: 

^y  =  0,000043427276863, 

A^?/  =  0,000000004342076, 

A'y  =  0,000000000000868 ; 

et,  si  Ton  ne  voulait  avoir  les  resultats  qu'avec  dix  chiffres  d6- 
cimaux,  on  pourrait  negliger  longtemps  les  diff^rences  du 
qualrieme  ordre,  et  proceJer  comme  si  la  difference  Iroisi^me 
6tait  constanle.  On  formera  done  successivement  les  colonnes 
des  differenccs  troisifemes ,  secondcs,  preinieres,  comme  au 
n»  259;  d'oü  Ton  döduira  les  logarilhmes  des  nombres 
lOOül,  10002,  10003,  en  partant  de  celui  de  100000,  qui  est 
4,000000000000000.  11  faudra  v6rifier  les  resultats,  au  moyen 
de  logaiithmes  oblcmis  directement  ä  des  intervalles  eloignös. 
La  melhode  des  difT6rences  devra  les  donner  exacts,  avec  le 
nombre  des  cbiffres  que  roii  veut  conserver.  Lorsque  le  dernier 
de  ces  chiffres  cessera  d'etre  exact,  on  calculera  de  nouveau,  d 
priori,  au  moyen  des  formules  (245),  les  differenccs  Ay,  A^y, 
A'i/;  et  l'on  se  servira  de  ces  nouvelles  valeiirs  comme  des  pr6- 
cödentes. 

1244.  Exemple  II.  Soit  propos6  de  calculer,  ä  7  döcimales 
exactes ,  une  table  de  logarithmes  des  sinus  de  10  en  10  .se- 
coTides,  depuis  72"  jns(iu'ä  72»  \'Z^". 

Nous  savons  que 


sin  72''=r{V  10 +  2v'5  =  0, 9510565, 
cos  72«  =|(v/5— 0  =  0,3090170; 
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donc,  en  prenant  les  logarithmes  de  ces  deux  valeurs,  et  ajou-     | 
tant,  comme  on  le  fait  toujours,  dix  unit6s  ä  chacun  d'eux  : 

log  sin  72"  =  9,9782063255, 

log  COS  72»  =  9,4899824. 

Reprenons  les  formules  pröcedentes  : 

ij  =  log  X, 

Nous  clierchons  ici  log  sin  cp,  cp  etant  6gal  ä  72",  donc  ; 

a;=sin  y. 

Determinons  maintenant  raccroissement  h  du  sinus,  correspon- 
dant  ä  un  accroissement  de  l'angle  de  10". 

On  a  :  /i=:sin  (cp-|- 10")  — sincp; 

sin  (9  +  lO'O  =  sincp.  cos  10"-|-coscp.sin  10". 

Mais  l'arc  lO" ^~~^^^^.  =  0fi0O0k  84813681....<A. 

Or,  comme  sina;>a; — — »  9 

le  sinus  de  10"  ne  differe  de  son  arc,  que  d'une  quantite  moindre    ^ 

(5  \3  1  x"^ 

—J  ,  ou  de  moins  de  — ^.  De  plus ,  cos  a;>  1  —  ö'' 

donc  le  cosinus  de  10*  ne  differe  de   l'unite,  que  de  moins     ! 

que  I  (-— J  ,  ou  que  d'une  unile  du  neuvieme  ordre.  On  peut 

donc,  dans  la  valeur  de  sin  (cp-f  10"),  remplacer  cos  10"  par  1, 
et  sin  10"  par  arc  10",  et  6crire  : 

sin  (cp  -{-  1 0")  =  sin  tp  -f-  cos  cp  x  arc  10"; 
donc,  avec  une  approximation  de  -—9 : 

h  =  cos  f  -<  arc  1 0". 
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L'angle  <j>  est  6gal  ä  72";  doiic,  en  negligeant  /i%  on  a  : 

008  72"  Xarc  10" 


Ai/  =  Iuge- 


S11172" 


Or :  log  (log  ß)  =  7,637  7843 

log  cos  72<'=T,489  9824 

log  10"  =  5,685  5749 

G'log  sin  72°  =  0,021   7937 

(Jone  log  A?/  =  6,835   1353 

et  Ay  =  0,000  0068412. 

Gomme  noiis  calculons  los  valeurs  de  log  sin  tp,  h  7  döcimales 

exactes,  les  valeurs  de —,  — et,  par  suite,  de  A^y,  n'influent 

plus  sur  le  resultat  que  nous  cherchons ;  et  la  fonction  trans- 
cendante  log  sin  cp,  dans  les  lirailes  indiquees ,  peut  6tre  con- 
sid^ree  comme  une  fonction  algöbrique  du  premier  degrä, 

fonction  qui  augmente  de  —^  environ  pour  chaque  10"  d'aug- 

mentation  de  l'angle  y. 

Pour  etre  assur6  de  l'exactitude  du  dernier  resultat,  il  faudra 
calculer  ä  8  döcimales  et  former  une  progression  arithmctique, 
dont  le  premier  lerme  est : 

log  sin  720  =  1,978  20632.... 

et  dont  la  difference  est  684.  E*  nous  hornant  aux  quatre  der- 
niers  chifTres  des  logaritlimes,  la  progression  sera  : 

0632,   1316,   2000,  2684,  3368,  4052,  4736,  5420,  6104,   6788. 

Suppriniant  le  dernier  chlffre,  et  ajoutant  une  unite  du  scp- 
tiöme  ordre,  lorsqu'il  est  plus  grand  que  5,  nous  aurons  : 

log  sin  75i»0'  0"=r,978   2063 

log  sin  72«0'10"  =  1,978  2132 

log  sin  72«0'20"  =  1,978  2200 
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log  sm72''0'30"  =  T,978  2268 

log  sin  72''0'40"=  1,978  2337 
log  sin  72«0'50"  =  1,978  2405 
log  sin  72"!'  0"=  1,978  2474 
log  sin  72<'1'10"=:  1,978  2542 
log  sin  72''1'20"  =  1,978  2610 
log  sin  72n'30"  =1,978  2679 

Ce  qiii  s'accorde  parfailcmenl  avec  les  valeurs  fournies  par  Ics 
tables  de  Callet. 

RÄSUME. 

229.  Definition  des  differences.  —  2a0.  Definition  des  differences  se- 
cond  s.  —  231.  Definition  des  differences  d'un  ordre  qudconque.  — 
232.  Usage  des  differences  pour  la  forraation  des  carrds.  —  2o3.Usage 
des  differences  pour  la  formation  des  cubes.  —  254.  Formule  qui 
exprime  la  difference  d'un  ordre  quelconque.  —  25ä.  Formule  in- 
verse,  cui  exprime  un  terme  quelconque  d'une  ?uite,  au  moyen  du 
premier  et  de  ses  differences  successives.  —  236.  La  difference  m"'" 
d'un  polynome  de  degre  m,  est  constante  —  257.  Les  differences 
premi(^res  contiennent,  en  facteur,  l'accroissement  h  de  la  variable; 
les  differences  secondes  contiennent /i^ ;  les  differences  troisiämes 
/i',  etc.  Expression  de  la  dillerence  m*"*.  —  238.  Application  au  po- 
lynome du  troisi^me  degre,  —  239.  Exemple.  —  240.  Pour  calculer 
les  valeurs  d'un  polynome  du  m"^^  degre,  qui  correspondent  ä.  des 
valeurs  entieres  de  la  variable,  11  suffit  de  connaitre  Celles  qui  cor- 
respondent a  m  nombres  entiers  consecutifs.  —  24!.  Differences  des 
fonctions.  —  242.  Des  tables  numeriques.  —  243,  244.  Applications 
k  la  construclion  des  tables. 

;  EXERCICES, 

I.  Trouver,  ä  l'aide  des  diffei  enccs ,  la  sommc  des  carrds,  la  somme  des  cu- 
bes   ctc  ,  des  p  Premiers  nombres  entiers. 

On  applique  la  formule  du  n°  gs5,  en  posanl  J(^=1"+ 2" +  3" -f  ....+p'' 
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II.  Calculer  les  valeurs  que  prend,  pour  des  valeurs  enti&res  de  la  variable, 
le  polynome 

X*  —  Sa' -j- 4a;-— 3a; — 8. 

III.  Prouverque,  si  <f{x)  designe  une  fonction  quelconque  d'une  variable 
et  que  Ton  considere  la  suite 

<p(a;),        <p{x  +  h),      <p{x  +  2h],...<f{x  +  nh), 

les  fmctions  ^,      ^^,      ^...., 

h  ]i'      '  /i-* 

ont  respectivement  pour  limites  les  d^riv^es  du  prämier,  second,  troisiome  or- 
dre de  <p(.t).  En  conclure  que,  si  h  est  petit,  les  difTerences  sont,  en  gönöral, 
d'autant  plus  petites  que  leur  ordre  est  plus  eleve. 


CHAPITRE  II. 

DE    L'INTERPOLATIOIV. 

g  I.  finonce  de  la  question. 

24S.  Definition.  L'interpolation  consiste  k  ins^rer,  entre  les 
termes  d'une  suite,  de  nouveaux  termes  assujetlis  äla  meine  loi. 
Ce  Probleme  est  quelquefois  tres-facile,  lorsque  laloi  des  termes 
de  la  suite  est  connue.  G'est  ainsi  que,  entre  deux  termes  d'une 
Progression,  on  peut  inserer  par  un  proced6  fort  simple,  un 
nombre  donn6  de  moyens.  Si  Ton  considere ,  au  contraire,  des 
nombres  quelconques  dont  la  loi  soit  inconnue,  le  probleme  de 
l'interpolation  devienl  completement  indetermine ;  et  pour  le 
r^soudre,  il  faut  imposer  aux  termes  inconnusune  condition  qui 
fasse  disparaitre  l'indetermination.  Gelte  condition  est,  le  plus 
souvcnt,  que  les  differenus  d'un  certain  ordre  seront  egales  ä  zero, 
On  en  a  vu  un  exemple.  dans  la  determination  des  logarithmes 
des  nombres  non  compris  dans  la  table;  admellrc,  en  effet , 
comme  on  le  fait,  que  raccroissemeiit  des  logarithmes  est  pro- 
portionnel  ä  celui  des  nombres,  c'est  admettre  que,  pour  des 
aceroissements  6gaux  des  nombres,  les  accroissemenls  des  lo- 
garithmes sont  aussi  6gaux;  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  dif- 
ference  premiöre  des  logarithmes  est  constante ,  et  que ,  par 
suite,  ladifferencesecondeest  nulle.  Dansle  cas  des  logarithmes, 
fts  tables  p^rniettent,  d'ailleurs,  de  vi^rifier  qu'il  en  est  ä  peu 
pres. ainsi  pour  des  aceroissements  du  nombre  6gaux  ä  l'unite; 
et  l'on  coiiQoit  qu'il  doif,  a  fortiori,  en  etre  de  ineme  pour  des 
"  aceroissements  plus  petits  :  nous  avons  d'ailleurs  montr6  (245), 
que  les  diff^rences  secondes  des  logarithmes  diminuent  rapide- 
ment.  Getto  loi  s'applique ,  du  reste ,  k  loutes  les  fonctions  ; 
lorsque  la  variable  croit  par  degr6s6gaux  de  plus  en  plus  petits, 
les  diflferences  de  la  fonction  diminuent  d'autant  plus  rapide- 
ment  que  leur  ordre  est  plus  61ev6.  Lors  donc  que,  dans  la  con- 
struction  d'une  table ,  on  apercevra  que  les  diff^rences  d'un 
certain  ordf'e  deviennent  sensiblement  nulles,  on  pourra  ad- 
mettre qu'il  en  serait  ä  fortiori  de  m6me  pour  des  aceroisse- 
ments plus  petits . 
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Et  alors  le  probleme  de  l'interpolation  peiit  s'enoncer  ainsi  : 
Connaissant  les  valeiirs  Uo,  Uj,  U2,....  u„  d'une  fonciion,  qui  cor- 
respondcnt  ä  des  valcurs  Xo,  Xo  + li;  ^'o+2h...Xo-f-nh,  de  la 
variable;  en  admeltanl  que,  pour  des  accrolsscmenls  egaux  quel- 
conques  de  x,  les  differences  (n  -|-  1)"'"  de  la  fonciion  soient  egales  ä 
zero,  trouver  les  valcurs  de  celte  fonciion  qui  correspondent  ä  une 
valeur  donnee  de  x  comprise  entre  Xq  et  Xo  +  nli. 

§  II.  Formules  d'interpolation. 

2^G.  FoRMULE  DE  NEWTON.  Reprenonsla  formule 

rn                  I     A      I  n(n—\)             n(n  —Din  —  I) 
[I]    w„-=w.o+»AuoH — ^  .^      -^  "o-j -^ -^  "0 

7/ (n-1  ).■■■(»- ;;  +  !),, 

qui  a  ete  dömontr^  (2oo). 

Supposons  que  la  deriiiere  valeur  de  x,  pour  laquelie  u  est 
connu,  soit  representöe  par  x^,  de  teile  sorte  que  Ton  ait : 

Xi  =  x^-{-  nhf 

et,  parsuüe,  11  =  — r — ; 

la  formule  [1]  devient : 

I         i*'  n  \    /  •<- 1         -^  M         , 


[2]     w„  =  7io  H —  Ay,  -f — ^% 

+  •••■+ TiX^i ^""" 

Si,  dans  le  second  membre  de  cette  formule,  on  remplace  a?, 
par  la  lettre  indölerminöe  x,  on  formera  une  fonciion  cp  (x), 

fx  —  x\   fx  —  X,      ^ 

[3]      cp  (.Ti  =  ?^o -1 — j;:^^"o-\ ~, A^", 
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qui,  6videmment  prend  la  valeur  Un  pour  oc  =  Xi,  c'est-ä-dire 

poiir  a;  =  a?o  -|-  ^^'^• 

Je  dis,  de  plus,  que  si  l'on  y  donne  ä  x  les  valeurs,  x^.x^  -]-  /i, 
iCo  +  S/i,...  a^o  +  (n —  \)h,  cp  (x)  deviendra  successivemenl  Wq,  Wi, 
U2,.-.  Un-i\  et,  comrne  d'oilleurs  cette  fonction  est  iin  polyiiome 
du  dcgre  n^  dont  la  difT6iencc  n"'"  est  constante  (2oo),  eile  rem- 
plit  toutts  les  condilions  imposees  par  l'^nonce,  et  eile  est,  par 
suite,  la  Solution  du  proLleme  proposö. 

Faisons,  en  effet,  dans  la  fonction  cp  (x), 

x=^x,-\-2)li, 

cette  valeur  pouvant  representer  toutes  les  autres,  si  le  nombre 
arbitraire  p  devient  successivement  0^  l,...n. 
On  aura  : 

[4]        9  ix  +  ph)  =  II,  +  p^u,  +  ^^^|~      A'w„  -f . . . . 
,Mp-l)....(p-p-f_l)^,^^. 


'  1.2....]; 

et  les  ternaes  suivant  dlsparaissent ;  cai- — r—^  devient  egal  ä 

p,  et  par  suite,  cbacun  des  termes,  ä  partir  du  (p  -\- 1)"%  con- 
tient  (p — p)  parmi  les  facteurs  de  son  numörateur.  Or,  le  se- 
cond  menibre  de  la  formule  [4]  est  (2oo)  l'cxpression  de  u/,  et, 
par  suite ,  la  fonction  tp  (x)  devient,  comme  nous  l'avions  an- 
nonc6,  egale  ä  Wp,  quand  on  fait  x-—Xo-\-ph,  et  eile  remplit 
les  conditions  de  l'enonce. 

247.  Remarque  I.  En  ecrivant,  comme  nous  l'avons  fait,la 

fonniile  : 

il  faut  avoir  bien  sohl  de  ne  pas  supprimer  les  facteurs  com- 
muns  aux  deux  termes  des  derniers  coellicients.  Alnsi,  [ar 
exemple,  le  coeificient  de  A"Mo  est  l'unite ;  mais  on  doit  l'^crire : 

n(:iir-^  \)....{n~n-\-l)  . 
l.2...n  * 
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Cd  qui  fournit,  par  la  Substitution  dt- '"  "~ " "  A  n,  dans  le  iiuin  '- 
ratoLir,  un  polynome  bien  different  de  l'unitö. 

2  2o.  Re-Marque  II.  La  fünclion  o  {x),  que  nousavons  trouvöc 
(iJiG),  est  le  seul  polynome  en  x,  qui  puisse  r6soudre  le  Pro- 
bleme tel  qu'il  a  6le  püs6.  Eueffet.la-'dlfrörence  (n-f-  l)'"^devant 
6tre  nulle  d'aprcs  l'une  des  conditions,  le  polynome  ne  peul 
avoir  de  termcs  de  degre  plus  61eve  que  le  n"**.  Or,  un  tel  poly- 
nome 6tant  designe  par  >^  (x),  et  devant  prendre  les  memes  va- 
leurs  que  o  (x),  savoir  u^,  Wi,  U2,...u„,  pour  x  =  (r^,  Xi,  x^-,"  3^n, 
il  laut  que  la  diflerence  c^{x)  —^ (x)  s'annule  {ii  -\-  1)  fols ,  ou 
en  d'autres  termes,  que  l'oquation 

(f[x)  —  ^(x)=0, 

admette  au  moins  (n-f- 1)  racines,  x^,  Xi,  x^  ...  Xn',  c.e  qui  exige, 
puisqu'ülle  est  du  degi'6  n,  que  soii  preuiicr  mcuibre  soit  iden- 
tiquement  nul,  et  que,  par  suite,  les  fonetions  ^  et  >]>  soient  iden- 
tiques. 

249.  ExEMPLE.  Nous  donneronsuneapplicationdelam^thode 
precedente.  Supposons  que  l'on  veuille  obtenir  le  logarithme 
de  3,1415926536,  par  le  moyen  d'une  table  de  logarithmes 
ä  dix  decimales.  On  regardera  les  logarithmes  contenus 
dans  cette  table,  comme  les  valeurs  donn^es  du  la  fonction  u,  les 
nombres  comme  Celles  de  x,  et  Ton  formera  le  tableau  suivant: 


3,14 
3,15 
3,16 
3.17 
3,18 


u 

Au 

A=u 

A^ 

A<u 

0,49G9'29G4S1 
0,498310.")r)3S 
0,499()S-0^;-2ii 
0,o010:)9-262-2 
0,5024277200 

0,0013809057 
0,0013765288 
O.Oi)1372179Ü 
O,Ü013C78578 

-0,0000043709 
— 0,(1000043 'i  92 
—0,0000043218 

0,000000077 
0,000000074 

-0,0000000003 

La  difference  quatrieme  etant  extrömement  petite,  on   peut 
coLäiderer  la  difference  cinquieme  comme  nulle. 
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Poiir  appliquer  la  formule. 


[3]W.=:t/0+^— ^«AW»  + 


X        «^oX    l  ^ ''~~  ^\ 


1.2 


^i^)  (-T-"  - ')  (^"-^ 


+ 


'  — 1 


1.2  3 


A^ii* 


A-''w„ 


h 


2)(^^°_3' 


nous  devons  faire : 


et  comme 
on  obtiendra: 


1.2.3.4 

«0=   0,4969296481, 

Ai/o  =   0,0013809057, 

^h^,  =  —  0,0000043769, 

A^i/o=  ^0,0000000277, 

A*Ho  =  —  0,0000000003; 

/i  =  0,01, 

a;o  =  3,14,  a;— 3-0=  0,0015926536, 


A'*Mo, 


X  —  Tr. 


1 


(£— £o) 


=  0,15926536, 


=  —  0,42036732» 


■0,61357821, 


=  —  0.71018366. 


Avcc  ces  valeurs,  il  sera  facile  de  mettre  en  nombres  la  for- 
mule [3],  qui  donnera : 

u^  —  log  3,1415926536  =  0,4971498727. 

230.  Formule  de  Lagrange.  II  cxiste  unc  aiitre  formule,  qui 
fait  connaitre  approxiinativcinent  les  valeurs  d'une  fonction'ii, 
lorsqu'on  connait  les  valeurs  Wo,  u^,  v^,... u„,  qu'elle prend  pour 
des  valeurs  x^,  Xi,  Xs,...  a?„,    de  la  variable.  Nous  supposons 
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coiiinie  precedüuuncnl,  que  u  soll  uiie  loiiclion  raliuiuiclle  de 
X,  du  dfgie  n.  Soll  doiic : 

Uj,  =  OL  -\-  px  -\-  yx^  -\- . . .  -\-  (xa;'*, 

011  aura  :  ii^  =  a-{-ßx^-\- ya:-,)^ -f  •  •  •  +  f^-^o", 


Wn  =  a  +  px„  +  Ya;„^4- . . .  +  aa:;„" ; 

cl  l'oii  pourrait  deterrairier  a,p,y,...  fx,  en  lesolvantces  öcjua- 
lions,  qui  sont  du  premier  degre;  inais  on  se  dispense  de  celle 
r«^solulioii,  en  posant : 

w^=XoUo  +  XiWi4-X2!'2+.  ..  +  X„w„. 

Xo,  X,,  X2, , . .  X„,  sont  des  fonclions  dea;,  assujetlies  aux  con- 
dilious  suivaiites : 

Pour  x  =  Xü  :  Xi,  X2, . ..  X„,  doivent  s'annuler  et  X,  dcvenir 
ögal  ä  l'unilö; 

Pour  x  =  Xi:  X^,  X2,...  X„,  doivent  s'annuler,  et  Xi  duvenir 
6gal  ä  ruiiitc; 

Püiir  x  =  X2:  Xo,  Xi,  X3, ...  X„,  doivent  s'annuler,  cl  X2  de- 
vcnir  6gal  ä  l'unitO. 

Pour  x  =  Xn:  Xo,  X^,*..  X„-i,  doivent  s'annuler  et  X„  deve- 
nir  t'gal  ä  l'unite. 

II  est  (Evident,  en  effct,  que,  d'apres  ces  condilions,  i/^^dovicn- 
dra  egal  ä  11^,  Wi, . . .  i/„  pour  Ics  valcurs  x^,  x^.. .  Xn  de  x. 

Or,  Xo  s'annulant  iiour  !es  valeurs  Xi,  x-x,...  de  x,  on  pcut 
[ioscr : 

Xo  =  A 0  {x  —  Xi)  {X ~Xi)  ...  {X  —  x„) ; 
Alg.  SP.  D.  iö 


1 

"  {X^  —  Xi){x<,—X.).. 

•   {^0         ^n) 

(X  —  Xi)  (x  —  x^) . 

.  (x  -  x„) 
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et  coiiime,  pour  x  =  Xa,  on  doit  avoir  Xq  =  l,  on  posera ; 

Ao 
en  Sorte  que 

Y    — 

(^0 -^l)  {■^0 X2)  »  •  ■  \Xo Xn) 

On  trouvera  de  mßme : 

[Xi ^0)  (^1  ^2)  •  •  •   ('^l ^n) 

^  _  (x  —  X(,)  (x  —  a*,)  (x  —  x-i)...{x  —  x„) 

{X2        Xq)  [X2  —  Xi)  .  .  .  [X2  —  X„) 

et  aiiisi  de  suite  :  la  formule  cherch^e  est  done  : 


{x—Xt){X — Xj). . .  (X—  Xn)       I  (x—x^)  (x — X2)  .  ■  ■  (X—Xn) 

X^ — Xij{Xf^ — X^j.'-iXfj      X„)  [Xi      X^f)[Xl — X^). . .  \Xi — X„) 

,         (x  —  a-p)  (x  —  Xi)...  {x—x„-i) 


§  III.  Application  de  )a  methode  d'interpolationäla  representation  exacle 
d'une  fonction  entiere  f{x)^  du  degre  m,  dont  on  connaltles  valeurs  u^, 
Ui,  Uä,...  Um,  correspondantes  aux  valeurs  de  x^,  XQ-\-h,..,XQ-\-mh  de 
la  variable. 

251.  Representation  d'une  fonction  entiere.  La  formule 
d'interpolation  [3J,  d6monlr6e  (246),  a  pour  but  de  former  une 
fonction  entiere,  de  degr6  m,  qui,  pour  les  valeurs  Xi,Xi-\-h, 
. . .  Xi-{-mh  de  x,  prenne  les  valeurs  1/4,  Wj, . . .  Um.  Or,  deux  fonc- 
lions  entiäres,  de  degr6  m,  ne  peuvent  6tre  Egales  pour  (w+l) 
valeurs  de  la  variable,  sans  älre  compl6tement  identiques ;  car, 
Sans  cela,  en  les  ^galant,  on  formerait  une  ^quation,  de  degr6  m, 
admeltant  (m-|-l)  raciiies.  La  lonclion  f{x),  indiqu6e  dans 
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l'6noiic6,  est  donc  idenliquc  ä  la  fonimlc  fournie  par  la  m6- 
Ihode  d'inlerpolalioii ;  et  l'oii  a : 

[A]      f{x)  =  u,+  ^^^^u,+       ^'       \-^ 1  ^hH+,., 


[x — X^)  (X — X 


(£=£,_,)...(£^._™+,) 


1 .2...m 


A'"«.. 


2o2.  Limites  des  racimes  d'une  ^quation  f{x)  =  0.  On  con- 
clut  de  cetle  formule  que,  si  les  quantitäs  Uq,  ^u^  .  .  -  A"'i^„, 

sont  positives,  en  donnant  ä  x  une  valeur  teile  que  — r— °, 

(' — 7—^—  1  ),•■•(   "7^°— m  +  M  soient  des  quantites  positives, 

c'est-ä-dire  en  faisant  x  plus  grand  que  XQ-\-{m —  l)h,  f{x)  sera 
positif.  On  peut  nieme  ajouter  qu'ä  partir  de  la  valeur  x^=Xü 
-\-{m —  \)h,  tous  les  termes  qui  composent  le  second  membre 
de  la  formule  [A]  augmentent  avec  a;,  et  que,  par  suite,  11  en  est 
de  meme  de  fix).  11  r6sulte  evidemment  de  lä  que  XQ-{-{m —  1)^ 
est  une  limite  superieure  des  racines  positives  de  l'^quation 
f{x)  =  0\  et  les  solulions  de  l'equation  doivent  etre  cherchöes 
parmi  les  nombres  inferieurs  ä  cetle  liuüte. 

De  nienie,  si  l'on  donne  ä  x  uue  valeur  x^  teile  que  les  quan- 
tites Wo,  Ai^o,  A^j .  •  •  ^"«0  soient  alternativement  positives  et  ne- 
gatives, Xf^  est  une  limite  inferieure  des  racines :  car,  pour  toute 
valeur  de  x  inferieure  ä  a7„,  chacun  des  termes  de  f{x)  devenant 
positif,  f{x)  ne  peut  plus  devenir  nulle. 

RfiSUMfi. 

24ä.  But  de  l'interpolation  :  Condition  arbitraire  que  l'on  s'impose.  — 
24(J.  Formule  d'interpolation  de  Newton,  applicable  k  une  fonclion 
donl  on  connail  les  valeurs  pour  des  valeurs  equidistantes  de  la  va- 
riable. —  247.  Remarque.  —  248.  La  fonction  trouvee  est  le  seul 
polynome,  entier  en  cc,  qui  puisse  satisfaire  aux  conditions  deman- 
dees.  —  249.  Application  ä  un  exemple,  —  2;>0.  Formule  d'interpo- 
lation de  Lagrange.  — 2ül.  Application  de  la  ni6thüde  d'interpolation 
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ä  la  representation  exacte  d'une  fonclion  entiere,  de  degrö  in,  dont 
on  connait  les  valeurs  correspondanl  ä  (m-f-1)  valeurs  equidistantes 
de  la  variable.  —  2ä2.  Limites  des  racines  d'une  öqualion  f{x)—0. 


EXERCICES. 

I.  On  a  observ6  une  planete,  et  les  ascensions  droites  oiit  ete  trouv^es. 

Le  12  janvier  12''  30'  0»  3'  25",2l, 

19janvler  9^    0'  0»  1'  28", 04,1 

20  janvier  9^  IT  0"  2'  26",67, 

24  janvier  S"-     1'  — ü»  0'  58",3. 

Trouver,  par  Interpolation,  l'ascension  droite  du  22  janvier  ä  midi. 

II.  i,es  donnees  reslant  les  memesj  trouver  le  jour  et  Fheuie  pou.r   lesquels 
rasccnsion  droite  a  ele  nulle. 


CHAPITRE  IIF. 

RESOLUTIOIV  DES  EOUATIOIVS  IVUMERIQUES. 

§  I.  Separation  des  racines. 

2^5.  Operations  pRELiMiNAiREs.  Poiir  r^soudre  une  6quation 
num^riqiio,  il  convient  d'appliqiier  d'abord  la  m^lliodc  des 
racines  commensurables,  et  de  supprimer  les  facteurs  qui  cor- 
respondent  ä  ces  racines.  On  doit  ensuite  appliqiier  ä  reqnadon 
la  methode  expos^e  au  livre  III^  chapitre  iii,  pour  la  decoin- 
poser,  s'il  y  a  lieu,  en  plusieurs  autres  quin'aient  plus  que  des 
racines  simples.  La  premiere  de  ces  Operations  n'a  d'autre  but 
que  derendre  lescalculs  plus  simples.  La  seconde  est  indispen- 
sable; eile  nous  permetira  d'affirmer,  dans  ce  qui  va  suivre, 
que,  s'il  existe  une  racine  a,  deux  nombres  (a — /i),  (a  -j-  /i'),qui 
lacomprennent,  etant  Substitutes  dans  l'equation,  doiventdonner 
des  r6sullats  de  signes  contraircs,  qnand  h  et  h'  sont  suffisam- 
ment  petits.  II  sufGt  ^videmment  pour  ccla  qu'il  n'y  ait  aucnne 
racine,  autre  que  a,  comprise  entre  {a  —  h)  et  {a-\-h'). 

Enfin,  avant  de  commencer  l'appücalion  de  la  melhode  de 
recbercbe  que  nous  allons  exposer,  il  scra  bon  de  fixer,  par 
Tapplication  des  r^gles  dömonlr^es  (208  et  suiv.),  une  limite  su- 
p^rieure  d(-s  racines  positives  et  une  limite  int"6rieure  des  racines 
negatives  que  peut  avoir  l'öquation  proposee. 

2o4.  Substitution  de  nombres  entiers  consecutifs.  Apres 
avoir  ex6cute  les  Operations  preliminaires  dont  nous  venons  de 
parier,  et  dont,  je  le  röpete,  celle  qui  e>t  relative  aux  racines 
6gales  est  seule  indispensable,  on  substituera,  dans  le  premier 
menibrede  l'^quation  propos6e,les  nombres  entiers  consecutifs: 
—  ...,  — 4,— 3,-2,-1,0,+  l,  +  2,  +  3,  +  4...,compris 
entre  les  limites  des  racines.  Gelte  Substitution  sc  fera,  comme 
il  a  6t6  expliqu6  (250),  par  la  m6tbode  des  diff6rences:  c'est- 
ä-dirc  que  l'on  calculera  directement  un  nombre  de  valcurs 
consecutivcs  ögalcs  au  dcgrc  m  de  röquation,  et  l'on  en  deduira 
leurs  difförences  jiisqn'ä  celle  de  l'ordre  {tn  —  1).  Piiis,  en  sc 
fondant  sur  ce  que  la  dilTerence  de  l'ordre  w  est  conslante  on 
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ponrra  calculer,  par  de  simples  additions  ou  soustractions,  les 
valeurs  des  difförences  successives,  et  par  suite  Celles  du  pre- 
mier  membre,  correspondantes  aux  autres  valeurs  de  la  va- 
riable. II  r6sulte  de  la  loi  meme  qui  pr6side  k  la  formalion  de 
ce  tableau,  qu'en  faisant  croltre  x,  on  arrlvera  ä  rendre  la  fonc- 
tion  et  ses  difFerences  toutes  positives;  et  qu'en  donnant  ä  x  des 
valeurs  decroissantes,  on  finira  par  rendre  la  fonetion  et  toufes 
ses  differences  alternativement  positives  et  negatives.  On  s'arrö- 
tera,  dans  les  deux  sens,  lorsque  ces  conditions  se  trouveront 
r6alis6es;  car  aucune  Substitution  ulterieure  de  nombres  entiers 
ne  pourra,  evidemment,  modifier  les  signes. 

Si  les  resultats  de  la  Substitution  des  nombres  entiers  dans  le 
premier  membre  ne  sont  pas  tous  de  möme  signe,  il  arrivera, 
une  ou  plusieurs  fois,  que  deux  r6sultats  consecutifs  soient  de 
signes  contraires;  et  nous  pourrons  affirmer,  qu'entre  les  nom- 
bres entiers  correspondants  il  existe  une  racine  ou  un  nombre 
impair  de  racines. 

Si  le  nombre  des  intervalles,  dans  lesquels  l'existence  des  ra- 
cines reelles  devient  ainsi  manifeste,  est  pr6cis6ment  6gal  au 
nombre  des  racines  que  le  theoreme  de  Descartes  permet  de 
supposer,  les  racines  son^5ej9ams;c'est-ä-dire  que  Ton  est  assurö 
d'avoir,  pourchacune  d'elles,  deux  nombres  qui  la  comprennent 
et  qui  n'en  comprennent  pas  d'autres. 

Mais  il  s'arrive,  au  contraire,  que  le  nombre  de  ces  intervalles 
soit  moindre  que  le  nombre  des  racines  possibles;  et,  en  par- 
liculier,  si  les  nombres  entiers,  substitues  dans  le  premier  mem- 
bre, donnent  tous  des  resultats  de  m^mes  signes,  on  doit  rester 
dans  le  doute,  et  recourir  ä  de  nouvelles  substitulions.  Mais  ces 
substitutions  ne  doivent  6tre  faites  que  dans  des  intervalles 
choisis,  oü  elles  pr6sentent  quelque  chance  de  succes.  Voici 
comment  on  döterminera  ces  intervalles. 

235.  GhOIX  des  intervalles  DANS  LESQUELS  ON  DOIT  FAIRE  DE 

NOUVELLES  SUBSTITUTIONS.  Apres  avoir  obtenu  les  resultats  de  la 
Substitution  des  nombres  entiers  dans  le  premier  membre  de 
r^quation  propos(5e,  on  porlera  sur  une  ligne  droite,  k  partir 
d'une  origine  0,  des  longueurs  proportionnelles  aux  valeurs  1, 
2,  3,...,  attribu6esä  Tinconnue  x,  et,  en  sens  oppose,  des  lon- 
gueurs destin6es  ä  repr6senter  las  valeurs  negatives  —  l,  — 2, 
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—  3,...;  puis,  par  l'extrömil^  de  chacune  de  ces  longueurs,  on 
(51evera  (sans  y  apporter  aucune  pr^cision)  une  perpendiculaire 
reprösentant  la  valeur  correspondante  du  premier  njembre  de 
reqiialion  propos^e,  cette  perpendiculaire  6tant  port6edans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  suivant  que  la  valeur  est  positive  ou  ne- 
gative. II  est  Evident  que,  si  I'on  procedaitde  lamöme  maniöre, 
non  plus  seulemrnt  pour  les  valeurs  entieres,  mais  pour  toutes 
lesvaleurs  possibles  de  x,  le  lieu  des  extremites  des  perpendi- 
culaires  serait  une  courbe;  et  les  interseclions  de  cette  courbe 
avec  la  droite,  sur  laquclle  on  porte  les  x,  ferait  connaitre  les 
racines ;  car  elles  correspondraient  ä  la  valeur  de  x  pour  laquelle, 
le  premier  membre  de  l'6quation  s'annulant,  il  faut  porter  wne 
perpendiculaire  nulle  au-dessus  de  Taxe.  Les  valeurs  particu- 
lieres  du  premier  membre,  que  nous  avons  obtenues,  fönt  con- 
naitre des  points  de  cette  courbe,  et  permettent  de  se  faire  ä  peu 
pres  une  idee  de  sa  forme,  et  d'en  conclure,  par  cons^quent, 
les  intervalles  dans  lesquels  l'existence  des  racines  est  pro- 
bable, et  oü  il  convient  de  les  cbercher  par  des  substitutions 
nouvelles. 

Si,  par  exemple,  en  substituant  hx  les  valeurs  0,  1,  2,  3,  4, 
5,  6,  on  trouve  pour  le  premier  membre  d'une  6quation,  les  va- 
leurs 

1,50,  I  0,86,  I  0,08,  I  0,15,  |  1,25,  |  3,  |  4, 

les  points  correspondants,  qu'il  faudra  construire,  sont  plac(^'S  i 
peu  pres  comme  il  suit : 


1  I 


J„, 


5       6 


El  Ton  coPQoit  que,  si  la  courbe  qui  les  röunit  coupc  Taxe 
des  X,  ce  doil  6tre  entre  les  points  2  et  3.  Cependant  nous  ne 
sommcs  nuUcment  en  droii  (faffirmer  que,  dans  les  autres  inter- 
valles, il  n'y  ait  pas  de  racines;  il  pourrait  m^ine,  a  la  rigueur, 
cn  exister  entre  5  et  6  (intervalle  oü  Tinspeclion  des  r^sultats 
pröcedenis  n'en  ferait  certainement  pas  pr^sumer).  II  suffirait 
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que  la  courbe  inconnue,  qui  reunit  nos  differents  points,  fiit 
siiffisammenl  contournöe. 

236.  Tn^ORfeME.  Ilexiste  cependantun  theor^me,  qui  assigne 
iine  limite  aux  irregularit6s  que  peuvent  presenter  les  courbes 
analogues  ä  Celles  dont  il  vient  d'6tre  question. 

Si  Vequation  proposee  est  de  degre  m,  une  parallele  ä  la  ligne,  sur 
laquelle  onporte  les  valeursde  x,  ne  peut,  dans  aucun  cas^  rencontrer 
la  courbe  en  plus  de  m  points. 

Soil,  en  effet,  d  la  distance  de  cette  parallele  ä  la  ligne  des  x; 
eile  rencontrera  la  courbe  precisement  aux  points  qui  corres- 
pondent  aux  valeurs  de  x,  pour  lesquelles  le  premier  membre 
est  egal  ä  d.  Or,  en  ^galant  le  premier  membre  k  un  nombre 
donne,  on  oblient  une  ^qualion  de  degr6  in,  qui  ne  peiit  avoir 
plus  de  m  racines.  J'ajoute  que  souvent  rapplicalion  du  Ibdo- 
rhme  de  Descarles  ä  cette  equaliou  donuera  une  limite  plus 
petite  encore. 

Si  l'on  revient  ä  l'exemple  propos6  dans  le  cliapitre  pr<^ce- 
dent,  on  voit  que  l'existence  d'une  racine,  comprise  entre  5  et  6, 
exigerait  que  la  courbe  put  elre  coup^e  entre  quatre  points  au 
moins  par  une  parallele  ä  la  ligne  des  x,  et  que,  par  suite,  l'ö- 
quation,  obtenue  en  ^galant  le  premier  membre  äun  nombre  d, 
put  avoir  quatre  racines  positives. 

2o7.    SUBSTITUTtON    DE    NOMBRES    ÖQUIDISTANTS   DUN   DIXTEME. 

Lorsque  l'inspection  des  r^sultats  obtenus  aura  indiqu6  les  in- 
lervalles,  dans  lesquels  on  pr6sume  l'existence  des  racines,  oii 
•  devra  substituer,  dans  ces  intervalles,  des  nombres  dquidislants 
d'un  dixieme;  et  11  arrivera,  le  plus  souvent,  que  ces  sub- 
stitutions  montreronl  assez  neltement  la  forme  de  la  courbe, 
pour  qu'on  apergoive  avec  certilude  les  limites  qui  comprennent 
les  racines,  ou  que  l'on  acquiere  la  conviction  qu'il  n'en  existe 
pas.  Nous  n'avons  rien  ä  ajouter  sur  la  maniere  de  tirer  parti 
de  ces  r6sultats  nouveaux  :  il  faudrait  r^peter,  mot  pour  mot. 
ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  la  Substitution  des  nombres 
enliers. 

Pour  calculer  lesr^sultats  de  la  Substitution  des  nombres,  de 
dixiemes  en  dixii^mcs,  il  faudra  proc6der  comme  pour  coUe 
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des  nomhres  enliers  :  calcnlcr  d'abord  un  nomhre  de  r^sultats 
consccutifs  t'gal  au  degre  de  rL'qnation,  forincr  les  difTerences 
qui  en  rösultent,  et  chercher  ensuite  les  valeurs  suivaiiles  par 
de  simples  addilions. 

§  II.  £tude  speciale  du  casoü  l'equation  est  du  troisieme  degre. 
I 

UÖ8,    SlMPLlFrCATION  RELATIVE  A  CETTE  EQUATION.  Soit  im  pO- 

lynome  du  troisieme  degr6 

^(,r)  —  a;''  -f-  P'c^  +  qx  -\-  r.'  , 

Supposons  que  Ton  ait  snbslilu6  des  nombres  6quidistants 
dont  ladifferencevsoit /?.;  on  connait  la  valeur  de  la  fonction  'ä{x) 
pour  une  certaiiie  valeur  a;=a7„  de  la  variable,  et  l'on  a  forme, 
de  plus,  Acp(a;o),  A\(a;„),  !s}'^{x^).  Nous  ailons  donner  un  moyen 
simple  de  calcüler  les  differences  qui  correspondraient  ä  un 
accroissementdix  fois  moindre,  et  quc  nous  reprösonlerons  par 
^?(^o),  S^*(^o),  2»cp(a;o).  On  a  : 

[  1  ]  A-. {X,)  =  '.(.^0  +  /')  - -K'^o)  =  /^?'o(-^o)  -f  ^2  ■^"^-•')  +  t4\  ■^'"(■ro) . 

Pour  former  A^-f(.Q7o),  11  faut  prendre  la  dlfference  du  second 
membre,  c'est-k-dire  son  aecroissement  quand  on  y  cbauge  x^ 
en  (rrj  -}-  h) ;  on  aura 

A'^cpK)  =  // [o'(^o  +  /O  -  '^W]  +  ~  [?"(^o  +  h)  -  o"{x;i] 

■     '''    [■^'■(x,+h)~f{x,)]; 


1.2.3 


or,  (d{to)  est  du  second  degr6,  »"(a^o)  du  premier  el  cp"'(x,j  esl 
constant ;  on  a  donc  : 

a,"(Xo  +  /0--."(.rJ=/i."K), 
f  (a^o  + /()  —  ^'"i  J-o)  =  0 ; 
done,  en  substiluant,  11  vient : 

[2]  \\(x,)  =  jiy{x,]-j-hy{x,).  . 
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On  Iroiivcra  de  mßme  : 
011,  d'apr^s  ce  qui  precMe, 

[3]  ^Yx,)=hY(xo). 

Ainsi  doiic  : 

[I]  Ac.(^o)  -  h'{x,)  +  I  o"{x.)  4-  ^  cp"'(^o), 

[2]        ^\{x,)=hy(xo)+h\"Xx,),  ■ 

[3]  A^?(a'„)=A^-/'K)-  '      ■ 

Si,  ilans  ces  forniules,  onremplace  h  par  — ,  on  aiira  : 

m         8'»(x,)=^»"(,T.). 

A  rinspeclion  de  ces  for.iiules,  on  voit  qiie,  connaissnnt  les  va- 
leiirs  des  difT^rcnces  A,  on  formera  immediatcmcnt  S'a)(a;o),  qui 
est  la  millieme  partie  de  A^Xq).  B^'^(xo)  se  compose  de   deux  ! 
termes  dont  le  second  est  precis^ment  S'cp(a;„)  que  Ton  vient  de 
former,  et  le  premier  est  la  centicme  partie  de  la  difference  ; 
A^:ß(rro) — A'cp(a:'o),  c'est-ä-dire  de  la  difTerenoequipr^cede  A^x^) 
dans  la  sörie  des  A^  Enfin  B-^ix^)  se  compose  de  trois  termes;  les  i 
dciix  derniers  sont  connus.  L'iin  est  la  sixi^me  partie  de  8\{x^); 

l'aiitre  esl  la  moiii^  ^^^Tnn  ^"^^'>'^'  c'es(-ä-dire  d'un  terme  d6jä 

calcul6  pour  former  5^  Quant  au  troisifeme  terme—  ?'(^o)>  on 
reinarquera  qii'il  est  la  dixieme  parlie  de  /)cp'(.ro),  et  que  Ton  a  : 

h^  (,r„i  =  A-^(;rJ  —  -  cp"(;r„)  -  -  (p"'(.ro). 
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Le  second  membre  se  compose  de  trois  termes  connus,  et  on  le 
caiculera  f  icilemeiit. 
En  r6sum6  : 

^'^(a^o)  est  la  milliöme  partie  do  A'p(a;o); 

A-sfa^j)  est  la  somme  de  S'(p(,ro)  et  de  la  centiemo  partie  du 
lerme  qui  pr6cede  A\(a:;o)  dans  la  serie  des  A^; 

Scp(a-j)  se  compose  de  la  sixieme  partie  de  ^^(cCq),  de  la  moilie 
du  lerme  calcule  pour  oblenir  S^cp(a7o)  et  de  la  dixieme  partie  de 
l'expression 

dont  les  trois  termes  sont  connus. 

239.  Application  de  la  Methode  pr^cedente.  Gonsidörons 
requalion 

rr'— 7rr+7  =  0. 

Si  noiis  substituons  ä  x  les  valenrs  —  1,  0,  -f-  1,  nous  trouvons, 
pour  le  premier  membre,  les  valeurs  correspondantes  13,  7,  1, 
dont  les  differences  premieres  sont  —  6,  — 6,  et  la  difTerence 
seconde  0.  Quant  ä  la  difTerence  troisi^me,  on  sait  (256)  qu'elle 
est  6gale  h  6.  Nous  formerons  donc  le  tableau  suivant : 


.r 

U 

Ay 

IHj 

yy 

6 

6 

—  I 

13 

—  G 

0 

6 

0 
1 

7 
1 

-6 

6 

G 
6 

nous  en  d(^duirons,  par  des  additions  successivos,  la  table  des 
valeurs  de  A^y,  Ay,  ?/,  que  j'inscris  dans  un  nouveau  tableau, 
atln  que  l'on  apergoive  mieux,  dans  le  pr6c6dent,  les  resullals' 
qni  servent  de  base  ä  tuus  les  autres. 


252 


LIVRE  IV. 


X 

y 

^y 

—  4 

—  29 

30 

—  3 

] 

12 

—  2 

13 

0 

—  1 

13 

—  6 

0 

7 

—  6 

1 

1 

0 

2 

1 

12 

3 

13 

30 

4 

43 

5 

^hJ 

S}y 

—  18 

6 

—  12 

6 

—  6 

6 

0 

6 

6 

6 

12 

6 

18 

A  rinspection  des  valeurs  de  y,  on  voit  qii'il  exisle  iine  racine 

negative  comprise  entre 
—  3  et  —4;  et,  comme  la 
rögle  de  Descartes  ai)prcnd 
qu'il  n'en  existe  qu'une,  11 
n'y  a  pas  lieu  d'en  cher- 
cher  d'autres. 

Quant  aiix  racines  posi- 
tives, il  peilt  en  exister 
deux;  mais  pour  les  d6cou- 
vrir,  nous  devons  recourir 
ä  de  nouvelles  siibstilulions. 
""  Si  nous  representons  gra- 
phiquement  les  resultals 
olDfenus,  nous  obtenons  la 
figure  ci-conlre. 

La  couibe,  qui  r^unit  ces 
points,  ne  devant  etre  coii- 
pee  qu'en  Irois  points  par 
nne  parallele  ä  la  ligne  des 

X,  ne  peut  evidemment   coupcr  celle  ligne  qu'entre  ks  points 

1  et  2;  c'est  donc  enire  x=^\  eta7=2,  que  nous  devons  sub- 

Blituer  des  valeurs  distantes  de  0,1. 
Nous  savons  que,  pour  3?=  1,  le  premier  nombre,  que  nous 

designons  par  y,  est  lui-m6me  ^>gal  ä  1 ;  on  a,  de  plus,  pour  des 
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accfoissements  de  a?  egaiix  ä  l'unile,  Ay  —  O,  \'-y—[2,  \hj~ij. 
L'accroissement  devenanl  egal  ä  — »  uous  tiouvcions  (2i5U) : 

o'y^ 0,006,     S'-'y^  0,066,     oy  =  —0,3Q2; 
et  nous  pourrons,  d'apres  ces  valeurs,  former  le  tableau  suivant : 


X 

y 

By 

oHj 

o'y 

1 

1 

—0,369 

0,066 

0,006 

1,1 

0,631 

-0,303 

0,072 

0,006 

1,2 

0,328 

—0,231 

0,078 

0,006 

1,3 

0,097 

—0,153 

0,084 

0,006 

1,^ 

— 0,056 

—0,069 

0,090 

P,0':6 

1,5 

—0,125 

0,021 

0,096 

0,006 

1,6 

—0,104 

0,117 

0,1Ü2 

0,006 

1,7 

+  0,013 

0,219 

0,108 

0,006 

1,8 

0,232 

0,327 

0,114 

1,9 

0,559 

0,4^1 

2 

1 

Oll  voll,  ä  rinspeclion  de  ce  lableau,  que  y  change  de  signe, 
quaiid  X  passe  de  la  valeur  1,3  ä  la  valeur  1,4  et  de  la  valeur  1,6 
ä  1,7.  II  y  a  doiic  deiix  racines  positives,  dont  les  valeurs,  ä  un 
dixieme  pres,  soiil  1>3  et  1,6. 

260.  Galcul  des  racines  a  moins  de  0,01.  Pour  obtenir  une 
plus  grande  approximation,  il  faudra  subsliUier  ä  x  des  valeurs 
dislantes  de  0,01,  entre  1,3  et  1,4,  elenlre  1,6  et  1,7.  Gessubsti- 
tulions  se  feront,  comme  les  precedentes,  au  moyen  des  diffe- 
rences.  On  commencera  par  remarquer  que,  pour  a;  =  1,3,  on 
ay^=  0,097;  a  partir  de  celte  valeur,  les  differences  relatives  d 
un  accroissement  de  x  6gal  ä  0,1,  sont,  comme  on  le  voit  par  le 
tableau  precedciit  : 

iy=  0,097,     \y  =  —0,\b3,     1-»/=  0,084,     ^*y  —  0,60Q. 


Pour  en  dcdiiire  les  valeurs  des  differences  relatives  ä  un  ac- 
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croissemeiit  de  x  egal  ä  0,01,  nous  appliquerons  les  formulcs 
donnees  plus  haut;  et  nous  trouverons  : 

^'?(^o)  =Töu()  X  ^'?(^o)  =  0,000006,  [ 

S^:i-(xo)  =  0,000006 -ff^X  0,078  =  0,000786, 
0^  (a:o)  =  0,000001 -f  0,00039 -l--iii(— 0,153  — 0,039  — 0,001) 
=  0,018909; 

et,  comme  on  a,  d'ailleurs,  pour  a;=l,3,  1/  =  0,097,  011  peul 
foriner  le  tableau  suivant : 

X 


y 

Ay 

AHj 

\hj 

0,097000 

—0,018909 

0,000786 

0,000006 

0,078091 

—  0,018123 

0,000792 

id. 

0,059968 

—0,017331 

0,000798 

id. 

0,042637 

—0,016533 

0,000804 

id. 

0,026104 

—0,015729 

0,000810 

id. 

0,010375 

—0,014919 

0,000816 

id. 

—0,004544 

—  0,014103 

0,000822 

id. 

—0,018647 

—0,013281 

0,000828 

id. 

—0,031928 

—  0,012453 

0,000834 

—0,044381 

-0,011619 

—0,056000 

1,3 

1,31 

1,32 

1,33 

1,34 

1,35 

1,36 

1,37 

1,38 

1,39 

On  calculera,  au  nioyen  des  memes  formules,  les  valeurs  de 
\y,  A-//,  A'y,  qui  correspondent  ä  des  accroissemenls  de  x  6gaux 
ä  0,01,  ä  parlir  de  la  valeur  a?=  1,6;  et  Ton  formera  le  tableau 
suivant : 


X 

y 

At/ 

^'y 

Ahj 

1,6 

—0,104000 

0,007281 

0,000966 

0,000006 

1,61 

— 0,09G719 

0,008247 

0,000972 

id. 

1,62 

-0,088472 

0,009219 

0,000978 

id. 

1,63 

—  0,079253 

0,010197 

0,000984 

id. 

1,64 

—  0,069056 

0,011181 

0,000990 

id. 

1,65 

—  0,057875 

0,012171 

0,000996 

id. 

1,66 

-0,045704 

0,013167 

0,001002 

id. 

1,67 

—  0,032537 

0,014169 

0,001008 

id. 

1,68 

—  0,018368 

0,015177 

0,001014 

1,69 

—  0,003191 

0,016191 

1,7 

4-0,013000 
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On  voit,  d'apräs  ces  tableaux,  que  lesdeux  racines  sonl  coni- 
prises,  l'une  entre  1,35  et  1,36,  Tautre  cntre  1,69  et  1,70.  Pour 
calculcr  la  plus  grande,  ä  un  milli^me  pr^s,  il  faut  subsliluer, 
entre  1,69  et  1,70,  des  valeurs  distantes  d'un  miili^me.  Ces  va- 
leurs,  culeulees  par  le  meine  proc6d6  que  les  pr6c6dentes,  resul- 
tent  du  tableau  suivant : 


X 

y 

Ay 

^'U 

Ahj 

1.G9 

—0,003191000 

0,001573371 

0.000010146 

0,000000006 

1,691 

—0,001617629 

0,001583517 

0,000010152 

id. 

1,692 

-0,000034112 

0,001593669 

0,000010158 

id. 

1,693 

+  0,001o59öf)7 

0,001603827 

0,0011010164 

id. 

1  ,694 

0,003163384 

0,001613991 

0,000010170 

id. 

1  ,695 

0,004777375 

0,001624161 

0,000010176 

id. 

1 ,  696 

0,00640ir,36 

0,001634337 

0,000010182 

id. 

1,697 

0,008035873 

0,001644519 

0,000010188 

id. 

1.6'.I8 

0,009680392 

0,001654707 

0,000010194 

1,699 

0,011335099 

•  0,001664901 

1,70 

0,013000000 

• 

On  voit  que  y  change  de  signe,  lorsque  x  passe  de  la  valeur 
1,692  ä  1,693.  La  racine  est  done,  ä  un  milli^me  pr6s,  egale  ä 

1,692. 

2G1.  EmPLOI  dune  PROPORTION  POUR  OBTENIR  LA  RACINE.    LcS 

tablca.x  pr6c6dents  permeltent  de  pousserrapproxiination  plus 
lein  encore.  Remarquons  en  effet,  que,  dans  le  dernler  de  ces 
tableaux,  la  difförence  seconde  est  exlr^mement  petite.  On  peul 
done,  sa7is  erreur  sensible,  la  considerer  comnie  nulle,  et  admet- 
tie,  par  suite,  que  Ics  accroissements  de  y  soient  proportionncls 
k  ceux  dea?.  Nous  pounons  alors  obtenir  la  valeur  de  x,  pour 
laquelle  y  est  nul,  en  proc6dant  conime  on  le  fait  dans  l'emploi 
des  tables  de  logarithmes.  Nous  dirons  : 

Lorsque  a?  augmente  de  0,001,  et  passe  de  la  valeur  1,692  ä 
la  valeur  1,693,  la  Variation  de  y  est  0,001593669.  Pour  que  la 
Variation  de  1/  soit  0,000034112,  c'est-ä-dire  pour  quey  devicniie 
zero,  iifaut  done  que  la  Variation  o  de  rcsatisfasse  la  proporLio.i 

a  0,000034112. 


0,001        0,001593669' 


d'oü  Ton  döduit 


S  = 


0,000000034112 
0,001593669 


0,0000214 
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eil  Sorte  que  la  racine  est  egale,  approximalivement,  ä 
1,6920214. 

Oll  doit  observer  que  la  diff^rence  seconde,  quo  nous  avons 
consideree  comiiie  milie,  6lant,  en  realil^,  un  peu  plus  grande 
que  0,00001,  peutinfluer  sur  le  seplicme  des  chitlVes  decimaux; 
etil  n'y  ii,  par  consequent,  aucune  raison  pour  le  considerer 
comme  exact. 

On  doit  donc  considerer  la  racine  comme  egale  ä  1,692021. 

2G2.  AuTRE  APPLICATION.  Daus  l'exemple  pr^c^dent,  la  d6ler- 
minalion  des  intervalles,  dans  lesquels  il  convenail  d'effecluer 
de  nouvelles  substitulions,  n'a  pri^sente  aucune  difficultä.  Mal- 
heureusement  il  n'en  est  pas  toujours ainsi.  ISous  en  citcions  un 
exemple. 

y=9a;''  —  24a;*+ 16a;  — 0,001  =  0. 

Si  nous  substituons  ä  x  les  valeurs  —  1,  0,  1,  nous  trouvons 
pour  valeurs  correspondantes  de  y,  —49,001,  —0,001,  0,999, 
dont  les  diflerences  sont  49,  1,  et  la  diflerence  seconde  — 48. 
Quant  ä  la  diff^rence  iroisieme,  eile  est  (23G)  egale  ä  54. 

Nous  pouvons,  d'apres  cela,  former  le  tableau  suivant: 


y 

^y 

^HJ 

—  49,001 

49 

—48 

—  0,001 

1 

6 

+  0,999 

7 

60 

7,999 

67 

114 

74,999 

181 

255,999 

^hj 


54 
54 
54 


si  Ton  repr^senle  ccs  valeurs  graphiquement,  ainsi  qu'on  l'a 
ind'iqu6  (253),  on  voit  clairement  qu'il  existe  une  racine  enlre 
x=Q  et  0?=  1 ;  mais  rien  ne  fait  pressentir  qu'il  y  en  ait  d'au- 
Ires,  et  ne  porte  ä  essayer  de  nouvelles  substitulions.  Si,  cepcn- 
dant,  on  substilue  les  valeurs  dislanles  de  0,1  entre  x=l  et 
ic  =  2,  on  trouve  que  les  valeurs  des  difT^rences,  relatives  ä  ic  —  1 
(1  ä  un  accroibseinent  de  x  egal  ä  0,1,  sonl  Aiy  =  — 0,461, 
A^)/  =  0,ll4,  A*y  =  0,054;  ce  qui  permet  de  former  le  labküu 
suivant: 
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V 

A;/ 

A'\V 

A'y 

0,999 

-•0,461 

0,114 

0,054 

0,538 

—  0,347 

0,168 

id. 

0,191 

—0,179 

0,222 

id. 

0,012 

-1-0,043 

0,276 

id. 

O,05b 

0,319 

0.330 

id. 

0,374 

0,649 

0,384 

id. 

1,023 

1,033 

0,438 

id. 

2,056 

1,471 

0,492 

id. 

3,527 

1,963 

0,546 

5,490 

2,509 

7,999 

1 
1,1 

1,2 
1,3 

1,^ 
1,5 

1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2 

En  repr^sentant  graphiquement  les  rdsultals  qui  y  sontconte- 
nus,  Ton  voit  clairement  que  la  courbe,  qui  passe  par  les  points 
obteniis,  nc  peut  coupcr  la  ligne  des  x  qu'entre  le  point  1,3  et 
le  point  1,4.  Subsliluons  donc,  entre  ces  deux  valeiirs,  des  va- 
leurs  de  x  dislantes  de  0,01  :  ces  valeurs  se  calculeront,  comme 
Ics  precedentcs,  en  forniant  d'abord,  par  les  formales  (2o8),  les 
valeurs  de  Ay,  M^y,  el  A^iy  qui  correspondent  ä  x=  1,3,  et  ä  des 
accroisscments  de  la  variable  egaux  ä  0,01 :  nous  formerons  ainsi 
le  tablcau  suivant : 


X 

y 

Sy 

^'U 

^hJ 

1,3 

+  0,012000 

-0,006501 

0,002274 

0,000054 

1,31 

+0,005419^ 

-0,004307 

0,002328 

id. 

1,32 

+  0,001112* 

—  0,001979 

0,002382 

id. 

1,33 

—0,000867 

+0,000403 

0,002436 

id. 

1,34 

-0,000464 

0,002839 

0,002490 

id. 

1,35 

+0,002375 

0,005329 

0,002544 

id. 

1,33 

+  0,007704 

0,007873 

0,002598 

id. 

1,37 

+0,015577 

0,010471 

0,002652 

id. 

1,38 

-^0,026048 

0,013123 

0,002706 

1,39 

+0,039171 

0,0158-29 

^A 

+0,055000 

Ce  tablcau  prouvc  quc  l'unc  des  racines  est  comprise  entre  1,32 
et  1,33,  l'autrc  entre  1,34  et  1,35. 

Alg.  SP.  B.  17 
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§  III.  Methode  de  Newton. 

263.  Expose  de  la  Methode.  Lorsque  Ton  considere  une  fonc- 
tion  dans  un  intervalle  tres-peii  considerable,  oh  peut  presque 
toujours,  Sans  erreur  sensible,  regarder  ses  accroissements 
comme  proportionnels  ä  ceux  de  la  variable,  et  les  repr^senter 
par  le  prodult  de  la  derivöe  de  la  fonction  par  raceroissement 
meme  de  la  variable.  L'erreur,  commise  dans  cette  Substitution, 
sera  d'autant  moindre,  que  l'on  prendra  des  accroissements 
plus  petits.  Cette  remarque  s'applique  ä  toutes  les  fonctions, 
mais  nous  la  d6velopperons  seulement  ici  sur  les  fonctions  alge- 
briques  entieres,  pour  l'appliquer  ä  la  r6solution  des  6quations 
consid6r6es  dans  ce  chapitre. 

Soienl 

[1]  F(rr)  =  0, 

une  6quation  alg^brique,  et  a  une  valeur  approch^e  d'une  ra- 
cine,  dont  nous  d6signerons  par  (a-\-h)  la  valeur  exacte;  ou 
aura  evidemment : 

[2]  P(a  +  /fc)=0, 

ou 


[3]     F(a)4-F'(a)/i  +  F"(a)^  +  ....+F"'(a) 


-=0 


1.  2 m 


or,  en  negligeant  les  termes  qui  contiennent  h  ä  une  puissance 
plus  61evee  que  la  premiöre,  on  a,  avec  une  approximation' 
d'autant  plus  grande  que  h  est  plus  petit : 

F(a+/i)  =  F(a)  +  F'(a)/^; 

l'equation  [3]  devient  done  : 

¥{a)-\-F{a)h  =  0; 

F  (a) 
et  l'on  en  d6duit :  h= — .^tH  5 

F(a) 

la  valeur  approch6e  de  la  racine  est,  par  consöquent : 


F(a) 
■F'(ar 


I 
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Ell  dcsignaiil  celte  valeur  par  b,  el  appliquaiil  de  noiiveau  Ic 
nieme  proc6d^,  on  trouvera  une  valeur  plus  approch^e  encore 

et,  en  r^pötant  cette  Operation  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtien- 
dra  rapidement  une  trös-giande  approximation. 

II  est  impossible  d'indiquer,  d'une  maniere  generale,  et  ind6- 
pendamment  de  tout  exemple  particuller,  la  rapidite  avec  la- 
quelle  croissent  les  approximations;  mais,  dans  chaque  cas,  on 
s'en  forme  facilementune  idee  en  procMantcommenous  allons 
le  faire  dans  l'exemple  suivant. 

264.  Application.  Exemple  I.  Reprenons  rcqiialion  (2ä9)  : 

nous  avons  trouv6  que  l'une  de  ses  racines  est,  ä  0,001  pres, 
egale  ä  1,692;  si  nous  la  designons  par  1,692 -{-/i,  ou,  pour 
abreger  par  (a-j-/i),  h  sera  plus  petit  que  0,001 ;  et  nous  au- 
reus: 

P(a  +  /,)  =  F(a)  +  b  F'ia)  -f-  ^  F'Xa)  +  ^^  F"'(a)  =  0 ; 

par  suile  : 

F  (ü)        h""   F"(n)  h'     F'"{a) 


F'(rt)       1.2P'(a)       1.2.3  F'(a)' 


Or,  pour  a=  1,692,  les  coefdcients  de  /i*  et  de  /i'  sont,  Tun  plus 
pelit  que  3,2,  l'autre  moindre  que  l'unite ;  en  sorte  que  le  second 
et  le  troisieine  terme  du  second  nienibre  sont  moindres,  Tun 
que  0,0000032,  l'autre  que  0,000000001:  nous  avons  donc,  ä 
4  mülionibmes  pres^ 

na)' 

Or  on  a,  d'apres  le  tableau  (200),  pour  a;=  1,692  =a: 

F(o)=:r  — 0,000034112; 
d'ailleurs  F'(a)  =  3a*— 7  =  + 1,588592; 

0,000034112      ^  „^.^„,,„„ 
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Mais,  d'apres  le  rcsultat  que  nous  venons  d'obtenir,  la  valeur 
a;  =  1,692  etait  exacte,  non-seulement  jiisqu'ä  0,001,  mais  en- 
core  ä  0,0001  prcs,  puisque  la  quatrieme  decimale  est  iin  z6ro; 
de  plus,  d'apres  le  meme  resultat,  poiir  a;=  1,6920,  l'crreur /i 

est  nioindre  que  0,000025,  ou— —  ;  donc,  le  nombj-c  obtenu 

est  approch6  ä  moins  de  -j-rj;  et  la  valeur  de  x  est,  avec  8  d6- 

cimales, 

a;=  1,6920  2147. 

Nous  avons  donc  une  nouvelle  valeur  approch^e  de  la  raciue 

1,69202147  —  0,- 

rcpresenluns  sa  valeur  exacte  par 

l,6920  2l47  +  /i'  =  6-i-/i'; 
nous  aurons  : 

0  =.  F{b  +  h')  =  F(6)  +  hT{b)  +  '^.  V"  {l>)-\-^  r  (b) ; 

rfW,  .,_     ¥{b)     h'-^r{b)      h'^  ¥"'{b) 

F'(6)        2'P'(5)       2.3  r  (6)" 

Or  h'  est  plus  petit  que  —-5;  par  suite,  h'^  est  moindre  que 

r--^;  son  cocfticient,  d'ailleurs,  est  moindre  que  3,2.  D'unautre 

cüle,  /i'*  est  plus  petit  que  --724,  et  son  coefficient  est  moindre 
que  l'unitö.  Donc  si  Ton  prend 

l'erreur  commise  sera  de  l'ordre  — r^^.  Get  exemple  suffit  pour 

donncr  une  id6e  de  la  rapidil6  des  approximations,  et  pour 
niontrer  comment  on  doit  l'apprecier  dans  chaque  cas. 
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26iJ.  ExEMPLE  II.  Soit  donn^c  rcqualioii : 

V(x)  =  x^  —  2x  —  b  =  0. 
La  prcmiöre  dcriv(5c  sera 

F'(a:)=  3^:^  —  2; 
et,  par  suite,  le  terme  de  correction  : 

F(;r)  x^—2x  —  b 


h: 


F'(-t)  aj/-*— 2 


Premiere  Approximation.  On  trouve  imm^diatement,  qiie  la 
racine  röellc  de  r^qiialion  est  comprise  entre  2,0  et  2,1. 

Posons  donc  a  =  2,l ;  et  partons  de  cette  valeur  pour  liouver 
la  racine  x  avec  plus  d'exacütude.  En  remplagant  x  p;ir  2,1, 
dans  les  fonctions  f{x)  et  P'(a;),  nous  aurons  : 

F(a)  =  0,061 

et  F'(a)  =  11,23; 

0,061 
donc  /i  =  — ^^2-^=  — 0,0543, 

et,  par  suite,  6  =  2,095. 

Deuxieme  APPROXIMATION.  Piirlaut  de  cette  nouvelle  valeur  ap- 
procli6e  de  la  racine,  nous  auruns  d'abord  : 

b  =2,095, 

ft-  =  4,389, 

6»=9,195; 

donc  F(/;)  =  0,005     et    F{l>)=\\,Ul; 

■        .=-^,  =  -0,000.« 

et  c=6-f/i,  =  2,094  552. 


L'errcur  Ih  clant  moindrc  que  — -  ,  et  les  coefficients  de -V' 

1  u 
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■  et /ii' 6tant,  le  premier  environ -,  le  second  — ,  il   s'cnsuit  qnc 

l'crreur  de  la  noiivellc  valeiir  de  x  sera  plus  pelile  qiie  jrr^ 

Troisieme  APPROXIMATION.  Posoiis  maiiilenaiit  a;  =  2,094  552; 
comme  l'erreur  de  c  est  moindre  que  — g»  ^^  q"*^»  ^^  pl^^»  ^^^ 
coefficients  de  V  et  de  /ij*  restent  ä  tres-peu  pr6s  les  mßmes, 
nous  pourrons  compler  sur  une  approximation  de  ^qT^, 

On  a  d'abord : 

c2=  4,387148  080704, 

c»=  9,189109  786734; 

donc  F(c)=  0,000005  786734, 

et  F(c)=  11,161444  242112, 

ce  qui  donne : 

P(£)^_M00005m734^_ 
"»     \^'{c)  11,161444...         '  '  -^ 

et  d  =  c4-/«2  =  2,094551  481542, 

exacle  a  moins  de  r^^. 

QuATRiEME  APPROXIMATION.  PouF  pousser  cHCorc  plus  loin] 
l'approximalion  de  la  racine,  posons  : 

a;=  2,094551  481542; 
nous  aiirons,  pour  les  puissances  de  a;  ou  de  d ; 

fP=:4, 387145  908829  787166  697764, 
et  d*  =  9, 189102  963080  354769  507339; 

et,  par  cons^quent, 

F(fl)=:i  — 0,000000  000003  645230  492661, 
F'(fO=     11,16143-7  726489  3615.... 
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Oonc,  la  valeur  de  h^  sera : 

,    _        F(r/)_  ,    0,0. ..3  645230  492661 

"  J  —  VI? 


V'{d)~   '    11,161437   726489  36../ 
ou  /(s  =  4-0,000000  000000  326591  482386: 

on  a  donc  poiir  la  nouvelle  valeur : 

a;  =  2,094551  481542  326591  482386, 

valeur  exacte  ä  moins  de  —j^.  Un  nouveau  calcul  donnerait  la 

.      ,      1 
racine,  a  moins  de  — ^. 

266.  Representation  graphique  de  la  Methode  de  Newton. 
La  ixiöthode  d'approximation,  quc  nous  venons  d'exposer,  peut 
se  repr6senter  graphiquement  d'une  maniere  tres-simple ,  que 
nous  croyons  devoir  indiquer  ici,  quoiqu'elle  exige  des  nolions 
de  g^om^trle  analytique. 

La  recherche  des  racines  reelles  de  l'^quation  f{x)=zO  revient 
ä  Celle  des  points  oü  la  courbe,  qui  a  pour  ^quation  y  =  f{x), 
coupe  Taxe  des  x.  En  dösignant  par  a  une  valeur  approchee  de 
la  racine,  et  par  f{a)  la  valeur  correspondante  de  y,  Täquation 
de  la  tangente  ä  la  courbe  y  =  f{x),  au  point  dont  les  coordon- 
n6es  sont  a  et  f(a),  est : 

y  —  f{a)  =  f'{a)(x—a). 

Cette  tangeiife  coupe  Taxe  des  x  en  un  point  dont  l'abscisse  x 
est  6videmment 

c'csl-ä-dire  pr^cis^mcnt  ^>gale  ä  la  valeur  fournie  par  la  mö- 
lliodc  de  Newton. 

D'apr^s  ccla,  la  m^thode  de  Newton 
^quivaut  k  la  construction  suivante  : 

Ayant  la  position  approchee,  P,  du 
point  0  oü  une  courbe  coupe  Taxe  des 
X,  pour  en  obtenir  une  aulre  plus  ap- 
prochee encore,  on  mene,  au  point  M  de  la  courbe  qui  se  pro- 
jette  en  P,  une  tangente  MT;  et  le  point  T  est,  m  gcniral,  bcau- 
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coup  plus  prfes  que  P  de  l'intersection  cherch6e.  En  r6p6tant  la 
mäme  construction,  on  obtiendra  im  nouveau  point  T'  encore 
plus  rapproch6  que  le  precMenl ;  et  ainsi  de  suile. 

II  peut  arriver,  cependant,  qu'en  appllquant  la  methode  de 
Newton,  on  obtienne  une  valeur  de  la  racine  moins  approch6e 
que  Celle  que  Ton  a  dejä  :  et  il  Importe,  pour  operer  avec  certi- 
lude,  d'entourer  la  methode  de  quelques  pr^cautions  indispen- 
sables. 

267.  Gas  qui  peuvent  se  presenter  dans  l'application  de 
LA  METHODE.  Supposous  quc  l'on  alt  trouv6  deux  nombres,  a,  b, 
(a<fc),  qui  comprennent  une  racine,  et  une  seule,  de  l'^qua- 
tion  f{x)  =  0;  de  teile  soite  que  f(a)  et  f{b)  soient  de  signes 
contraires.  Supposons,  cn  outre,  que  ces  deux  nombres  a,  b, 
soient  assez  rapprocbcs,  pour  que,  x  variant  depuis  a  jusqu'ä  b, 
f{x)  et  f"{x)  ne  changent  pas  de  signe.  Puisque  f\x)  conserve 
son  signe,  f{x)  est  constarament  croissant  ou  constamment  de- 
croissant;  et,  puisque  f"{x)  conserve  le  sipn,  f\x)  est  egalement 
toujours  croissant  ou  toujours  d6croissant.  Eu  d'aulres  termes, 
l'ordonnee  de  la  courbe  y  =  f{x)  va  toujours  en  augmentant  ou 
toujours  en  diminuant;  et  l'angle,  que  la  tangente  ä  la  courbe 
fait  avec  Taxe  des  x,  varie  aussi  toujours  dans  le  mßme  seYis. 

D'apr^s  cela,  quatre  cas  peuvent  se  präsenter.  Si  /■(a)>0,  on 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


y 

A 
1    \\\K           y 

0 

P     T  IV^^         1 

X 

Fig.  3. 


Fit 


•>  fib)<.0;  par  suitc,  f(x)  diminue,  et  f'(x)  est  constammenl 
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n^gatlf.  La  courbe  afTecte  alors  runc  des  deux  premiöres  formes : 
savoir,  la  premiere,  si  f"{x)  est  constaminerit  positif,  et  la 
dcuxieme,  si  f"{x)  est  constamment  nögatif. 

Si,  au  contraire,  f{a)  est  negalif,  on  a  f{b)'>0;  par  suite, 
f'(x)  est  constamment  posilif:  et  la  courbe  affccte  alors  l'une  des 
deux  dernieres  formes  :  la  troisiöme,  si  f" (x)  est  posilif,  et  la 
quati'ieme,  si  f''(x)  est  nögalif. 

268.  MoYEN  d'operer  avec  certitude.  Cela  pos6,  11  est  evi- 
dent que,  pour  avoir  avec  certitude  une  valeur  de  x  plus  ap- 
procbee  que  l'une  des  limites  «,  b,  qui  la  comprennent,  il  faut, 
dans  le  prcmier  cas  (fig.  1),  mener  la  tangente  au  point  A,  qui 
correspond  ä  la  limite  inferieure  a,  c'est-ä-dire,  poser 

il  faut,  dans  le  second  cas,  mener  la  tangente  au  point  B,  qui 
correspond  ä  la  limite  superieure  b,  et  poser 

II  faut  de  möme  appliquer  la  formule  [2]  dans  le  troisieme  cas, 
et  la  f(7rmule  [1]  dans  le  quatrieme. 

Oll  remarque  d'ailleurs  que,  dans  le  premier  et  le  quatrieme 
cas,  oü  Ton  doit  appliquer  la  formule  [l],  f{a)  et  f"{a)  sont  de 
meme  signe,  tandis  que  fyb)  et  f"{b)  sont  de  sigries  contralres; 
et  que,  dans  le  second  et  le  troisieme,  oü  l'on  doit  appliquer  la 
formule  [2],  f{b)  et  f"{b)  sont  aussl  de  möme  signe,  tandis  que 
f{a)  et  f"(a)  sont  de  signes  contralres.  On  conclut  de  lä  celle 
regle  g6n6rale  : 

Lorsque  l'on  coiinaitra  deux  limites,  a,  b,  qui  comprennent  une 
seule  racine  de  Vequation  f  (x)  =  0,  et  qui  en  sont  ainsi,  chacune, 
unevaleur  approchec^  sices  deux  limites  sont  nsscz  rapprochccs  pour 
que,  X  variant  rfe  a  ä  b,  f  (x)  et  r(x)  ne  puissent  changer  de  signe, 
on  prendra  la  formule 


x^=z- 
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et  Von  y  remplaccra  z  par  celle  des  deux  limiles  qui  rendra  f  (z)  et 
r(z)  de  meine  signe. 

Le  resultat  sera  une  valeur  de  x  plus  approchee  que  la  limite  dont 
on  se  sera  scrvi.  En  suhsiUuant  cette  valeur  dans  la  meme  formule, 
on  obtiendra  une  nouvelle  valeur  encore  plus  approchee;  et  ainsi  de 
suile. 

269.  Emploi  simultane  de  la  Methode  de  Newton  et  de  la 

METHODE  DES  PARTIES  PROPORTIONNELLES.  11  CSt  faCÜG  de  VOir,  qUC 

la  melhode  des  parties  proportionnelles  (2(31)  donnerait  pour 
valeur  approchee  x  =  OK,  K  6(ant  le  point  oü  la  corde  AB  ren- 
eonlre  Taxe  des  x.  Gar  on  a,  dans  chacune  des  figures, 

a;=OP  +  PK,    eta;=OQ  — QK, 
QU  x  =  a-{-VK,        eix=b — QK, 

et  Ton  voit  que  : 

AP  BO 

PK==PnxTTr~,  et  QK  =  P0X         "^      ■ 


Ap+iiu'  ~    AP+iiy 

c'est-ä-dire  qiie  les  accroissements  PK  et  QK  sont  proportion- 
ncls  aux  variations  des  ordonn6cs. 

On  remarque,  d'ailleurs,  que  si  la  möthode  de  Newton  donne 
une  valeur  trop  petite  pour  x,  la  melhode  des  parties  propor- 
tionnelles donne  une  valeur  trop  grande,  et  vice  versa.  Par  con- 
s^quent,  la  valeur  exacte  de  x  est  comprise  entre  les  deux ;  et 
l'erreur  commise  est  moindre  que  leur  difförence. 

RESUMfi. 

2S5.  Operations  prfiliminaires  ä  executer,  quand  on  veut  resoudre  une 
equation  numerique.  —  2ä4.  Substitution  de  nombres  entiers  conse- 
cutifs.  —  2o3.  Choix  des  intervalles  dans  lesquels  on  doit  faire  de 
nouvelles  subslitutions.  —  2o3.  Theoreme  qui  limite  les  irregulari- 
tes  que  peut  presenter  la  courbe  dont  on  fait  usage.  —  2S7.  Substi- 
tution de  nombres  equidistants  d'un  dixi^mo.  —  21J8.  Simplifica- 
tion  des  calculs  dans  le  cas  oü  l'equation  est  du  troisiöme  degre.  — 
2i)9.  Application  ä  un  exemple.  Calcal  des  racines  h  0,1  pr^s.  — 
200.  Calculä  0,01  pres.  —  261.  Emploi  d'une  proportion  analogue  ä 
cplle  dont  on  fait  usage  dansla  theorie  deslogari'hmes.  — 2G2.  Exem- 
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ple  d'une  öquation  ä  laquelle  les  rSgles  pr^cedentes  s'appliquent  mal. 
—  2Go.  Methode  de  Newlon.  —  2()4,  261>.  Applications  ä  deux 
exemples.  —  2(!6.  Representation  graphique  de  la  m6thode.  — 
267,268.Rectification  de  la  mdtliode,  qui  permet  d'operer  avec  cer- 
titude.  —  2G9.  Emploi  simultane  de  la  methode  de  Newton  et  de  la 
methode  des  parties  proportionnelles. 

EXERCICES. 

I.  D6terminer  la  racine  reelle  de  l'eqaation 

On  trouve  :  x  —  2,09455. 

II.  D6tcrminer  la  racino  reelle  de  I'^quation 

a;^— 5x  — 3=0. 
On  trouve  ;  a;  =  2,4908. 

III.  Dfetcrminer  les  racines  reelles  de  l'^quation 

x'^ _ ox' —  13a;»  +  39a;' -  20x  +  4  =  0. 
On  trouve  a;=  — 4,00317. 

IV.  Delcrmincr  les  racines  reelles  de  Föquation 

x3_8a;2— 6a;+9=:0. 
On  trouve  a;,--=8,577,      a-2  =  3,5o77i      a;3=— 3,2438. 

V.  Delcrmincr  les  racines  reelles  de  l'^quation 

x''  —  8x  —  \  =  0. 
On  trouve  :       a5,=2,88879,      a;,  =  — 2,7639,      a;3=— 0,12509. 

VI.  Partager  une  demi-sphcre,  de  rayon  1,  en  deux  parties  cquivalentes,  par 
un  plan  parallele  ä  la  hase. 

En  d6signant  par  x  ladislance  du  plan  parallele  au  ccntie,  on  trouve  : 

i'  — 3j;  +  1  =  0. 


GIIAPITRE  IV. 

RESOLUTION  DES  EQUATIONS  TRAIVSCEIVDANTES. 

270.  BuT  DE  CECHAPiTRE.Nous  iiOLis  borncrons  ä  traiter,  dans 
ce  chapitre,  quelques  equaüons  transcendantcs,  choisies  pnrmi 
Celles  que  l'on  renconlre  dansles  appüeations  des  scienccs  nia- 
Ihemaliques,  et  qui  iious  penneltroiil  d'exposer,  d'une  maniere 
complele,  les  niethodes  auxquelles  les  göometres  ont  le  plus 
souvent  recours  pour  leur  rcsolution. 

§  I.  Application  de  la  Iheorie  des  difTerences  ä  la  resolulion  des  ßqiialions 
Iranscendanles. 

271.  Methode  de  Resolution.  La  melhode,  que  nous  appli- 
quons  aux  deux  exemples  qui  vont  suivre,  estlrcs-fr^quemmeut 
eniployöe;  eile  consisle  ä  subslituer  daiis  rc^qualion  propos6e 
des  nomhres  6quidistants,  absolumenl  comme  dans  le  cas  d'une 
equation  alg^brique.  Lorsque  Ton  a  trouve  deux  subslitutions 
qui  donnent,  dans  le  preinier  membre,  des  resultats  de  signes 
conlraiies,  on  conclut  qu'il  existe  une  racine  entre  les  valeurs 
corrcspondantcsde  x\  et  dans  rinlervalle  on  substilue  desnom- 
bresplusrapprocbes,  qui  permellenl  de  resserrer  la  racine  entre 
deux  iiinites  nouvelks  et  plus  etroites.  Cela  fail,  on  considere  le 
tableau  qui  comprend  :  1°  les  valeurs  altribuees  ä  l'inconnue; 
2"  les  valeurs  correspondantes  du  premier  membre  de  l'equa- 
tion;  3°  les  differences  des  divers  ordres  qui  s'en  deduisent.  S'il 
arrive  que  les  differences  d'un  ccrtain  ordre,  du  troisiöme  par 
exemple,  soient  negligeables,  on  en  conclut  que  la  fonclion  peut 
6tre  remplacee,  sans  erreur  sensible,  dans  l'inlervalle  considere, 
par  une  fonction  algebiique  (du  second  degre,  si  la  dillerence 
troisieme  est  ccnsidtTÖe  comme  nulle).  La  tlieoiie  de  l'interpo- 
lation  fera  cunnailre  cette  fonclion;  et,  en  la  substiluant  au  pre- 
mier membre  de  l'equation,  on  aura  ramene  le  probleme  ä  la 
rcsolution  d'une  equation  du  second  degrö. 

Si  les  differences  du  second  ordre  etaient  negligeables,  on 
ram^nerait  l'equation  ä  une  Equation  du  premier  deo-r6;  et  la 
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mdlhode  reviendrait  ä  Tcmploi  des  parlies  proporlionnellüs, 
donl  on  fall  usage,  daiis  uii  cas  analojjuc,  cii  se  scivant  des 
tables  de  logarillimes. 

272.  ExEMPLE  I.  Soll  donn6e  l'equaliün 

c^— e-'— 5,284x, 

cquaiion  qui  se  presente,  en  mecanique,  dam  Velude  de  la  chainetle. 

Nüiis  voyons  que  celte  equa- 
(ion  nc  change  pas,  lorsqu'oii 
reinplace  x  par  ( — x) ;  par  con- 
seqiicnt,  ä  chaque  raciiiecorres- 
pond  une  autre  racine  egale, 
niais  de  signe  contraire. 

Pourmieux  etudier  cette  equa- 
lioii,  posons  : 


y  =  e^ 


et     7/ =  5,284^7; 


nous  aurons  alors  les  cqüaüuns 
de  deiix  Ifgncs,  dont  les  points 
d'interseclion  ont  pour  abscis- 

ses  les  racines  de  roquation. 
La  premierc  de  ces  deiix  ligncs  AA'  est  une  courbe  transccn- 

daute,  n'ayant  qu'une  seule  branclie  infinie  dans  les  deux  sens. 

Cette  branche,  qui  a  pour  asymptotes  les  lignes  logaritbmiqucs 

dont  les  cquations  sont : 

x  =  \ogy    et    — x=\ogij, 

passe  par  Torigine  des  coordonnees,  qui  est,  en  m^me  temps, 
soll  cciitre. 

La  seconde  de  ces  deux  lignes  BB'  est  une  droite  qui  jiajse 
(I^galement  par  l'origine. 

Comme  les  deux  lignes  passent  par  l'origine,  requalion  est 
v6riGee  par  x  =  0.  En  outre,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  n'ont 
qu'une  seule  interseclion  du  cöte  dc3  x  positifs ;  par  eonsequcnt, 
r^qnation  a  une  racine  posilive  que  nous  allons  detenniner. 

Mcllons  d'abord  l'tMiualion  sous  la  forme, 


e-'— 5,2öS4a;=:0; 
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üt  clierchons  les  valeurs  que  prend  celte  foiiclion  poiir  des- 
valcurs  enti^res  de  la  variable  x.  Nous  aurons  : 


x  =  0, 

c-=  1, 

6-^=1, 

■Wo  =  0 ; 

x=\, 

c'  :r^  2,718, 

c-^  =  0,368, 

Uj  =  —  2,934; 

x  =  2, 

c^  =^  7,389, 

e-*  =  0,135, 

«,  =  —  3,314; 

x~S, 

6^  =  20,086, 

e~^  =  0,050. 

«3  =z-\-  4,184. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  2  et  3. 
Si  mainlenant  nous  clierchons  les  valeurs  de  w,  correspoii- 
danl  äo;  =  2,5,  x  =  2^6,x  =  2,7  ..,  nous  aurons  : 


xz^  2,5, 
X=  2,6, 
a;  =  2,7, 


w  =  —  1,1096; 
u=  —0,3489; 
u=  -j- 0,5447; 


et  la  racine  est  comprise  enlrc  2,6  et  2,7. 

En  parlageant  cet  Intervalle  en  dix  parlies  egales,  et  en  cal- 
culant  les  valeurs  intermediaires  de  u  avec  leurs  differences, 
nous  aurons  le  tableau  suivant : 


X 

u 

2,64 

—  0,00792 

2,65 

+  0,08079 

2,66 

+  0,17090 

2,67 

+  0,26243 

2,68 

+  0,35541 

2,69 

+  0,44984 

\u 


8871 
9011 
9153 
9298 
9443 


S.Hi 


140 
142 
145 
145 


Les  differences  du  second  ordre  6tant  peu  differentes,  la  fonc- 
tion  u^,  prise  entre  x  =_  2,64  et  a;  =  2,65,  peut  etre  consideröe 
comme  une  fonction  algöbrique  du  second  degr6.  Onappliquera 
donc  la  formule  d'interpolalion  de  Newton, 


u„  =  w» 


00         u/( 


^».  +  rl^*(^->)^'«' 


dans  laquelle  on  devra  poser:  iCo  =  2,64  /i=0,01, 

Wo=— 0,00792,     Awo  =  0,08871,     A'^Uj  ==  0,00140. 
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Comme  x  —x^  est  la  correclion  ä  fiiirc  ä  Ui  valcur  approchcc 

Xo,  — ; — •"  scra  le  nombre  de  centieines  de  cetle  correctioii. 

h 

üonc,  en  nommant  z  le  nombre  de  centiemes  que  Ton  doil 
ajouler  ä  2,64  pour  former  la  racine,  on  a  : 

Ux  =  Uü  +  z\Ua  +        "^  ^^     '  X^Ua'i 

et  Wa  devaiil  etre  nul,  on  en  d6duit : 

;/„        z(z—])\hi, 


[1] 


AWfl  1.2        A»(| 


Pour  rösoudre  cetle  6quation  du  sccond  degrö,  on  peut  pro- 
,  fiter  de  ce  que  z  est  tr^s-petit,  pour  negliger  d'abord  le  second 
I  terme  du  second  membre,  et  prendre  comme  premiere  ap- 
proximalion  ; 

z  =  ~  ^^0,0892797. 

Mio 

Puis  remplacant  z  par  cctte  valeurdans  le  second  membre  de 
l'equalion  [1],  on  trouve  plus  exacteraent ; 

2=0,089921; 

par  suite,  la  valeur  de  x  est : 

a;  =  ±  2,64089921. 

275.  ExEMPLE  II.  R^soudre  l'equation 

[1]  a  sin*a;  =  sin(a; — q), 

equation  importante  qui  se  presente  dam  le  calcul  des  orbilcs  des 
planetes.  Soient  donnes  : 

log  a  =  0,5997582, 

et  7=  13''40'5",01. 

Comme  nos  tables  ordinaires  ne  donnent  pas  les  valeurs  des 
sinus  nalurels,  mais  ccllcsdelcurs  logarilbmcs,  nous  prendrons 
les  logarilbmcs  vulgaires  des  dcux  membres  de  requalion ;  ce 
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qui  du  reste  simplifiera  beaucoup  le  calcul.  L'equalion  se  pre- 
sentera  alors  sous  la  forme 

log  a  +  41ogsina7=logsin(£C  —  q), 

Oll 

[2]       u^  =  log  a  -\-  k\og  sin  x  —  log  sin  {x  —  q]  =  0. 

Pour  oblenir  une  premiöre  valeur  approch6e  de  x,  posons 
d'abord  :  "^ 

x  =  q=  13«40'5",01; 

nous  aurons  :  log  sin  x  =T,3734 

4  log  sin  a;=  3,4936 
loga=  0,5998 
et  GMogsin(rr — q) — 10=qo 

donc  u^z=z-\- oo. 

De  la  meine  maniere,  nous  trouverons  pour  a;=  14": 

logsina;=T,3837 

4  log  sin  07:=  3,5348 
log«  =  0,5998 
et  CMogsin(a;  —  g)  — 10  =  2,2371 

donc  w^  =  -f-0,37l7. 

De  cetle  diminulion  rapide  de  la  fonction  u^,  nous  pouvons 
conclure,  avec  quelque  probabilitö,  que  la  valeur  x^=  14»  est 
tres-rapprocb6e  de  l'une  des  racines  de  l'equation. 

En  effet,  on  trouve  par  des  subslilutions  directcs  ; 

57=  14020',  w^  =  -f- 0,1096, 

a;=  14030',  W;,  =  + 0,0322, 

a;=14«40',  u^=  — 0,0277. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  14"30'  et  14''40'. 
Parlageant  cet  Intervalle  en  deux  parties  6gales,  on  aura : 

pour  07=14035',         u^=z  -{-0,000b. 

Par  cons6quent  la  racine  est  comprise  entre  14''35'  et  14''40'; 
et  eile  esttres-pres  du  prämier  de  ces  deux  nombres. 
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Pour  obtenir  iinc  valeur  plus  approchöe  de  x,  cherchons,  k 
7  dccimales,  les  valeurs  de  la  fonction  u^  corresporidant  aux 
valeurs  de  x,  de  dix  en  dix  secondes,  depiiis  x=  14035';  et 
foriiions  le  tableau  suivaiit,  apres  avoir  pris  les  dillereiices 
successives : 


14»35' 

14»35'10" 

14«35'20" 

14»35'30" 

14«35'40" 


u 

Au 

+  0,0004870 

-  0,0009924 

—  0,0005054 

—  0,0009884 

—  0,0014930 

—  0,0009844 

—  0,0024782 

—  0,0009805 

—  0,0034587 

\ht 


—  0,0000040 

—  0,0000040 
—0,0000039 


On  voit  que,  pour  des  valeurs  de  x  ^quidistanles  et  assez 
vüisines,  les  diff^rences  secondes  de  la  fonction  u^.  sont  ä  peu 
pres  egales;  donc  le  premier  inembre  de  l'equation  proposee, 
dans  les  limites  restreintes  que  nous  lui  avons  Iracees,  peiit  elre 
considere  comme  une  fonction  algebrlque  du  second  degre. 

En  proc6dant  comme  dans  le  cas  pr^cedent,  on  trouve  : 

et  en  subsliluant  les  valeurs  de  i*o)  ^i'o  et  A^wo  contenues  dans  le 
tableau,  savoir  : 

w„  =  -f  0,000  4870, 

Aito=— 0,000  9924, 

A-Uo  =  +  0,000  0040, 

0  =  +  4870  —  9924s  +  20  {z^  —  z). 
OU  -«— 497, 2:r  + 243,5  =  0; 

et,  en  preiiant  la  plus  petile  racine  de  cette  6quation  du  secoiid 
degre  (la  plus  grande  surpasserait  596),  on  a  : 

2  =  0,4902267... 

Dans  ce  calcul,  nous  avons  pris  pour  unite  d'intervalle  l'are  de 
Alg.  SP.  \j.  18 


nous  aurons  : 
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dix  secondes;  la  correclion  scra  donc  =  4",902,  cl  la  racine, 
exacte  aux  millieines  de  secondes,  est  : 

X  —  14«35V,902. 

Si  iious  voiilons  verifier  ce  resultnt,  iious  Irouverons  : 

a;  — g  =  54'59%892, 
]oprsina;  =  T,401  07445 


4logsiiia;=  3,604  2978 

log«  =  0,599  7582 

et        C*logsin(a;—(/)— 10=1,795  9440 
donc                                  Uj,=^  0; 

le  resultat  obtenu  est  exaet. 

Mais  r^qiiation  [1]  ötant  une  equaüon  transcendante,  oiUre 
cctti?  premicre  racine  reelle,  il  peiit  y  en  avoir  encore  une  oii 
plusieurs  autres,  ou  möme  une  infinite. 

En  effet,  lorsqu'on  continue  les  recherches,  on  trouve  encore 
sur  la  premiere  circonf6rence  du  cercle,  Irois  autres  racines 

iCj=    32»  2'28", 

ira=  137»27'59", 

£C3=  193»  4' 18"; 

de  plus,  ä  chacune  de  ces  quatre  valeurs  de  x,  correspondcnt 
une  infinit^  d'autres,  positives  ou  negatives,  et  qui  sont  toules 
comprises  dans  l'expression  generale 

a;  -f  /c  X  360«, 

k  6tant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  nögatif. 

§  II.  Resolution  des  equations  transcendanles  par  la  methode 
des  substitutions  successives. 

274.  Methode  des  substitutions  successives.  La  methode, 
que  nous  appliquerons  ä  l'exemple  qui  vasuivre,  est  d'un  emploi 
tres-commode  dans  lous  les  cas  oü  la  nature  du  probleme  per- 
niet  de  l'adoplcr.  Voici,  d'abord ,  d'une  maniäre  generale,  le 
principe  sur  kqucl  eile  repose. 
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Soit  a;  =  f(x) 

iine  equation  (mise,  coinme  on  voit,  sous  une  forme  particu- 
liere);  et  supposons  que  Ton  ait  troiive  une  valeur  approchce  a 
de  sa  racine  :  on  aura,  par  suite,  approximativeuient : 

soit  b  celte  valeur;  en  l'adoptant,  on  Irouvcra  : 

x  =  -^{b); 
soit  c  cette  Iroisiöme  valeur;  on  en  d^duira  : 

x=.'i'  (c)  =  d, 

et  la  Serie  des  nonibrcs  a,  b,  c,  rf...,qui  pcut  se  continuer  ind(5- 
fininicnt,  convergera,  quclquefois,  Irös-rapidenient  vtrslaveri- 
labie  racine. 

Pour  appr6cier  Li  rapidi(6  de  cette  convcrgence,  nonimons 
(a-f-  li)  la  valeur  exacte  de  la  racine;  nous  aurons  : 


Or,  la  fraction 


a-{-h  =  o{a  -{-h). 
9(fl  +  /0  — ?(a) 


difTere  peu  de  la  d^rivöe  <p' (o).  On  a  donc,  en  designapt  cette 
tVaclion  par  tp'  (a)-\-t: 

cp  (a  -f  h)  =  h-xi'  (ü)  -}-  CD  (fl)  -f  /i£ ; 

donc  a.-\-li  =  h'f' {a)-{-z>{n)-{-hs.; 

et,  par  suile,        (a-j-li)  —  ci>(a)  =  /)cp'(fl) -f-/i£; 

l'erreur  commise,  en  prenant  ?  (a)  pour  racine,  est  donc,  ä  tres- 
peu  pres,  h(f'  {a),  c'est-ä-dire  le  produit  de  l'erreur  precedente 
h  par  9'  (a).  On  voit  que  l'erreur  diminue,  si  cp'  (a)  est  nioindre 
que  1 ;  dans  le  cas  contraire,  la  mtithode  n'est  pas  applicable. 

27o.  ExEMPLE.  Delerniiner  les  raciiijs  reelles  de  l't'quation 

10"= 

-=  =  029476. 

^X 
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II  est  Evident  quc  cclte  6quation  ne  peut  pas  avoir  de  racines 
negatives,  parce  que,  pour  un  x  negatif,  le  radical  deviendrait 
imaginaire;  nous  n'avons  donc  qu'ä  nous  occuper  de  la  re- 
cherche  des  racines  positives. 

Le  calcul  deviendra  plus  simple,  si  nous  prenons  les  loga- 
rilhmes  vulgaires  des  deux  membres;  l'equation  devient  alors  : 


[1] 


a;  =  ^loga;  4-5,5178238...; 


eile  estainsi  sous  la  forme  qui  permet  d'appliquer  la  mßlliode. 

Enposant     y  =  x,Q[  i/ =  |  log  a;-f- 5,5178238, 

nous  aurons  deux  lignes,  dont  les  abscisses  des  poinls  d'inter- 
seclion  representent  les  racines  de  l'equation. 

La  premiere  est  une 
droite,  bissectrice  de  l'angle 
des  coordonnees  orlbogo- 
nales;  la  seconde  est  une 
ligne  logarithmique,  for- 
nit^e  par  une  seule  brauche 
infinie,  et  ayant  pour 
asymptote  Taxe  des  y.  Les 
deux  lignes  se  coupent  en 
deux  points ;  le  premier  tres- 
voisin  de  rorigine;  l'ab- 
scisse  du  second  est  coni- 
prise  entre  5  et  6.  II  ne  peut  y  avoir  d'autres  points  de  rencon- 
tre;et,  par  suite,  l'equation  n'a  que  deux  racines  positives. 

Comme  la  valeur  du  terme  connu  de  l'equalion  [1]  est  pres 
de  6,  posons,en  premier  lieu  :  a;  =  6,  et  subslituonscette  valeur 
dans  le  second  membre  de  l'equalion  [1] ;  nous  aurons  alors 
une  valeur  dea?  plus  rapprochee  que  la  premiere, 

a;  =  |log  6 -|- 5,5178  =  5,9069. 

En  subslituant  cette  seconde  valeur  de  x  dans  l'equation  [l], 
nous  aurons : 


i  log  5,9069 +  5,517    8238     =5,903  5036, 
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Poursuivaiit  ce  procödc,  nous.obtiendrons  pour  la  troisieme 
Substitution  : 

a;  =  I log  5,903  5036 -f-  5,51 7  8238  =  5,903  3787 ; 
ensuite  :    a^^^log  5,903  3787  + 5,517  8238  =  5,903  3741, 
puis  :         a;  =  ^log  5,903  3741  -|- 5,517  8238, 
ou  a;=  5,903  3740. 

Le  dernier  resiiltat  est  exact  ä  sept  decimales;  car  on  trouve  : 

log  a;  =  log  5,903  3740  =  0,771    1004 
donc  :  |  log  a;  =  0,385  5502 

5,517   8238 
d'oü  ilog  a;+5,5178....  =  5,9ü3  3740  =  a;. 

Si  nous  reprenonsles  considerations  generales,  parlesquelles 
nous  avous  commence  ce  paragraphe,  nous  verrons,  en  les  ap- 
pliquanl  ä  l'exemple  actuel,  que  Ton  a  : 

cp(a7)=|logrc-l- 5,5178238, 

Or,  X  etaiit  ä  peu  pres  6gal  ä  6,  cette  valeur  de  9'  (x)  est  ä  peu 
pres  ^;  et,  par  suite,  chaque  valeur  obtenue  est  environ  vingt 
fois  plus  approch^e  que  la  prec6dente. 
II  nous  reste  encore  ä  evaluer  la  seconde  racine  de  l'equation 

[1]  37  — I  log  a;— 5,517  8238  =  0, 

racine  qui  est  comprise  enlre  0  et  1.  Comme  x  est  necessaire- 
nient  une  fraction  tres-petite,  nous  pouvons  uegligcr  le  proniier 
Icrnie  de  l'öqualion,  qui  deviendra  alois  : 

Hogrc  =  — 5,517  8238, 
]oga;  =  —  11,035  6476 
=  12,964  3524; 
d'oüi'ontire        a;  =  0,00000  00000  09211  97, 
valeur  exacte  ä  dix-sept  d6cimales. 
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§  II(.  Resolution  des  equations  transcendantes  par  la  melhode  de  Newton. 

276.  Expose  de  la  Methode.  La  m^thode  de  Newton  s'ap- 
plique  ,  Sans  moditicalion ,  ä  la  recherche  des  racines  d'unc 
equalion  transcendante,  pourvu  que  Ton  en  connaisse  toutefois 
une  premierevaleur  approchee. 

Soit,  en  effet, 

F(a;)  =  0, 

une  öqualion;  et  soit  a  une  valeur  approchee  de  la  raci'ne,  donl 
nous  represenlerons  la  valeur  exacte  par  {a-\^h). 

On  aura  :                       F(a  +  /t)  =  0; 
mais  le  rapport  . ■ 

diflere  peu  de  F'  (a) ;  et  Ton  a,  par  consequent,  en  d6signant 
par  e  un  nombre  tres-petit : 

£(£±^:=l(2)  =  r(a)+s, 

d'oü  Ton  dMait,  en  remarquant  que  Y{a-\-h)  est  nul  : 

F(a) 


h  =  - 


F'(fl)  +  s' 


et  —  TTTT-^  est,  i)ar  suite,  une  valeur  approchee  de  h. 
F  (a)  ^  ^ 

277.  ExEMPLE  I.  Soit  üonn^e  l'equation 

[1]  rc'— 100  =  0. 

Subslituons  d'abord  ä  la  variable  x  les  noiunres  nalurels ; 
nous  aurons  : 

Qö— 1,    1»=1,   2^  =  4,   3^  =  27,  4^  =  256,... 

On  en  conclut  que  notre  equation  n'a  qu'une  seule  racine  reelle» 
et  que  cette  racine  est  comprise  enlre*3  et  4. 
Le  calcul  devient  beaucoup  plus  simple,  lorsque  ,  au  lieu  de 
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iraiter  requation  sous  la  forme  doiiiice  [1],  iious  prenons  Ics 
logarilhmes  vulgaires  des  deux  membres;  nous  auroris  alors : 

a;loga;=2. 

Ainsi  donc  nous  aurons  : 

F{x)=x\ogx—2; 

d'oii  F' (x)  =  \o<^  X -\- log  e: 

oü  e  d^pigne  la  base  des  logarithmes  näp(5riens. 

Cesvaleurs  deF(a?)  et  de  ¥'{x),  subslituees  dans  la  formule 
generale,  qui  exprime  la  correction  fournie  par  la  methode  de 
Ne\vton,  doiineront  pour  h. 

F  (x)  x]osx  —  2         2  —  a;loija? 


F'{x)  loy  aj  +  'f^D  6      \oge-{-\ogx' 

Premiere  Approximation.  Nous  avons  trouve  ci-dessus,  que 
la  valeur  de  x  est  comprise  entre  3  et  4.  Posons  d'abord  a;  =  3, 5, 
et  calculons  ä  3  döcimales.  Nous  aurons  alors  : 


37=3,5                              log  6  =  0,434 

log  a;  =  0,544                          log  a;  =  0,544 

d'oü 

a;log  07=  1,904            log  e-j- log a;=  0,978; 

et       2- 

-  a; lug  a;=  0,096; 

donc 

/.-»■°!S- 0,098; 

0,978 
et  la  valeur  approchöe  de  x  sera  : 

a;  =  3,598. 
Deuxieme  APPROXIMATION.  Nüus  avoiis  : 

a;=3,598  log  6  =  0,434  2945 

donc      log  07  =  0,556  0612  log  a;  =  0,556  0612 


a?  lüg  0;=  2,000  7082,     log  e -flog  a;  =  0,990  3557; 
cl  07  log  X— 2=0,000  7082; 
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donc 

h  =  - 

0,000  7082_      0  0007150066- 

0,990  3557            "' ' 

et 

•a;  =  3,598  — 0,00071  510 

Oll 

a;=  3,597  2849. 

Troisieme  APPROXIMATION.  PouF  avoir  uiie  valeur  de  x  cncore 
plus  approchöe,  posons  niaintenant : 

a?  =  3,597  285; 
nous  aureus  : 

log  iC  — 0,5559404378  loga;=:5,55594  04378 

a;loga;=  1,99909  997677  lo8e  =  0,43429  44819 


d'oü  a;loga;— 2  =  0,00000  002323,  loga;4-loge=0,99023  49197, 
ce  qui  donne  pour  valeur  de  h, 

0,00000  002323 
^'=0.990-23  49197=°'°°°°°°°^^"^' 

el  la  valeur  de  x,  exaete  ä  dix  decimales,  est : 

a;  =  3,59728  50235. 

278.  ExEMPLE  II.  Resoudre  requation  : 

X — esuiir=  a; 

etSOieiit  £  =  0,245  31615, 

löge  =1,389  7262, 

a  =  329<'44'27",66. 

Cclte  equation  se  presenle  dans  Velude  du  mouvement  elliptique 
des  planeles,  lorsqu'on  cherche  la  posüion  de  Vasire  dans  son  orbitey 
ä  wie  epoque  donnee. 

Avant  de  passer  ä  la  resolution  de  cette  equation,  nous  allons 
montrer  coinnient  on  röduit  eii  degres  un  arc  de  cercle  exprimö 
en  parlies  de  rayons,  et  rt^ciproquement. 
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On  sait  que,  pour  le  rayon  =:  1,  la  demi-circonf6rence  du 
cercle,  ou  180",  est  ^^gale  ä 

7r=3,14159  26535  89793  23846...; 

dune  l'arc  6gal  au  rayon  sera  : 

180»' 
1=:  =  57°, 29577   95130  82321.... 

TT 

=  57  n7'44",806247...  =  206264'',  806247.... 

C'est  donc  par  ce  dcrniei  nombre  qu'ü  fauclra  multiplier  la  lon- 
(jueiir  (Tun  arc  donne  en  parties  du  rayon,  pour  le  ramener  ä  la 
mesure  ordinaire  des  arcs;  et  reciproquement,  en  divisant  le  nombre 
de  secondes,  que  conticnt  un  arc  de  cercle,  par  206264,806247...., 
on  obtient  sa  longueur  en  parlier  du  rayon. 

Si,  par  exemple,  nous  voiilions  converliren  parlies  du  rayon 
l'arc  de  cercle  «  =  329«  44' 27",  66,  nous  aurions  : 

«=  1186067'V66, 

log  a=:  6,074  4755, 
log  206264",  8  =  5,314  ^251, 

donc  loga;=  0,760  0504; 

et  de  In,  en  parties  du  rayon, 

a;  =  5,755  067; 

on  Sorte  que  l'arc  de  329°  44' 27",  66  vaut  envlron  5  f  fois  le 
rayon. 

On  donne  quelquefois  celte  regle  de  conversion  sous  une  autre 
forme,  äquivalente  ä  la  premiere.  D6signons  par  a  la  longueur 
d'un  arc  en  parties  du  ray.on,  et  par  a'  le  nombre  de  secondes 
qu'il  renferme  :  si  Ton  divise  «  par  la  longueur  de  l'arc  d'une 
seconde  en  parties  du  rayon,  on  a  cvidemment  pour  quolient  a'. 

Ainsi  TT,  —  tx'.  Mais  l'arc  d'une  seconde  el  son  sinus  sont 

arc  1' 

egaux  a  moins  de.  -— ^i  donc  : 

77/  =  «,      et     a=:a   sm  1. 
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Ainsi,  pour  convertir  en  secondcs  un  arc  exprime  en  parlies 
du  rayon,  ü  faut  diviser  sa  longueur  par  sin  1";  et  reciproque- 
ment,  pour  exprimer  en  parlies  du  rayon  un  arc  evalue  en  degres^ 
minutes  et  secondes,  il  faut  le  convertir  en  sccondes,  et  muUiplier  le 
resultat  par  sin  1". 

Nous  ii'avons  pas  besoin  de  dire  que  le  logarithme  de  sin  1" 
se  trouve  ä  la  premiere  page  des  tables. 

Ceci  pos6,  determinons  d'abord  le  quadrant  du  cercle,  qui 
comprend  l'arc  x:  et  pour  cela,  substituons  ä  x,  dans  l'expres- 

sion 

F(x)— a:  —  £  sin a;— 5,755067, 

les  valeurs  lin6aires  de  0«,  90°,  180",  270»,  390».  Le  resultat  sera  : 
x—0^  Esina;  — 0  F(a;)  =  — 5,75... 

a;^90°  =  -  esinic:^0,25  F(rc)=  — 4,43... 

a;=180°=-ir         £sina;  =  0  F(a;)==— 2,61 

a;  =  270''=:^      gsina;  =  — 0,15      F(a;)=— 0,79 

a;  =  360«==27r       esina;  =  0  F(a;)=:+0,53 

Donc  l'arc  x  est  compris  entre  270"  et  300»,  ce  qui  6lait  facile  ä 
pr6voir;  et,  comme  son  sinus  est  n^gatif,  x  est  plus  pelit  que 
«=329»  44' 27",  66. 

Premiere  Approximation,  par  parties  proportionnelles. 
Posons  d'abord  a;=320%  et  calculons  la  valeur  correspondante 
de  F(r).Poür  reduire  l'expression  en  degr6s,  minutes  et  se- 
condes, nous  muUiplierons,  d'apres.la  regle,  le  terme  e  sina;  par 
20';264,8..,,  QU  nous  le  diviserons  par  sin  1",  et  nous  auroiis  : 

sina;  =  sin  320»  =  —  sin  40» ; 

üu  log'(  —  sin  a;)=  1,8081, 

lag  £=1,3897, 
log  206264  ==5,3144, 

log  (—  ESino;  X  '-:06264"J  —  4,51 22; 
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donc  205264"xesina;=— 32525"  =  — 9»2'5"; 

cldelä  a;=320», 

—  esi!ia;  =  +  9<'2'5", 
•    —  fl=— 329''44'28". 
DüiiC  :        •  Y{x)  =  —  42'  23"  =—  2543"; 

l'arc  de  3200  est  donc  trop  petit. 
De  la  meme  maniere,  on  obtiendrait  pour  a;  =  330'>, 

F  (a;)  =+ 7°  17'12"=:26232"; 

done  l'arc  x  =  330"  est  trop  grand,  et  la  meine  de  l'equation  est 
Cüiiiprise  entre  320  et  330". 
La  difference  des  deux  valeurs, 

F(320")r=—   2543" 

et  F(330o)  =+26232", 

etant  6gale  ä  28775",  pour  un  Intervalle  de  10",  nous  pourrons 
idniettre  comme  valeur  approch^e  de  a;, 

2543 
a;=3200+ -— -X10'>=320»53'. 
23775 

Application  de  la  Methode  de  Newton.  On  a  : 
F(a;)=a:;  — esina;— 329"44'27",  06, 
F'(a;)=  1  —  ecosa;. 

Prenons  la  valeur  approch6e  de  x  comme  polnt  de  döpart. 

Soienl  c  =  320»53'    et    x  =  a-\-h; 

F(a)             a  — E  siiia  — 3-29»44'27",66 
nous  aurons  :    /i= —  ,-,77—.  = : . 

b   (a)  1  —  scOSa 

log(—sina)  =1,799  9616  logCOSa  =  T,889  7850 

log  £=1,389  7262  logs  zz.:  1,389  7262 

log206264  =  5,314  4251  log(£COSa   =1,279  5112 


1^3g^_£sina)  =  4,504   1129  ecosa  =0,190  3317 

j'uü  — £  sino(  =  319.3",67         r'(a)  =  1  —  ecosa  =0,809  6683. 
=  8°  5 2' 3",  67. 
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i)onc  «=      320»  53' 

—  £Sina  =  -f      8"52'3",67 
_a=— 329»44'27",66 


et  F(«)  =  36",01. 

AI,:,  /,_      F(«)_  36%01     _  ; 

Mais  '^—  !>)-       0,8096683-       ^^  ^^^•°" 

Donc  a;=320<*53'— 44"48  =  320''52'15''52, 

valeur  exacte  /lux  ceutiemcs  de  secondes. 
Veriticaüon  du  resultat  obtenu:  Nous  avons  trouvä  : 

a;  =  320"  52' 15",  52; 

donc  sin  rc=— sin  39"  7' 44",  48; 

et  log- (— sin  a;)=  1,800  0767 

log£=  1~3S9  7262 

log  206264"  =-5,314  4251 

log(—£sina;) —4,504  2280 

D'oü  —  Esina;— 31&32",  14  =  8»52'12",14. 

Or  X=      320"52'15",52 

—  esina;=+      8"52'12",  14 

—  a=— 329"  44' 27",  66 
F(a;)=0. 

Comme  oii  voit,  la  melhode  de  Newton  nous  a  donn6,  par  un 
fcul  calcul,  la  valeur  exacle  de  l'aic  x. 

§  IV.  Resolution  de  l'eqiiation  cc  =  lang  x. 

Celle  cquation  sepresenlc  dans  la  Iheorie  de  la  chaleur,  et  dans  la 
'Jieorle  des  vibrations  descorps  äasiiques. 

279.  CoNsiDERATiONs  GENERALES.  1*^  Gomuie  l'equation  ne 
(-hange  pas  lorsqu'on  y  remplace  x  par  ( —  x),  11  en  resulle  qu'ä 
cliaque  racine  correspond  une  autre  racine  6gale,  niais  de  signe 
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contraire.  Nous  ne  nous  occuperons  donc  quc  de  la  reclierclic 
des  racines  positives. 

2°  Lorsque  x  est  positif,  il  faiit  que  la  tangente  le  soit  6galc- 
ment,  pour  que  {x  —  langa;)  devienne  nul.  Les  arcs  x  sont  donc 
terinln6s  dans  le  1",  le  3%  le  5*...  quadrant  du  cercle,  et  leurs 
vak'urs  sont  compriscs  entre  mr  et  (n  -\-  {)t^\  tt  etant  6gal  ä  la 
demi-circonference  du  cercle  ou  ä  180°,  et  n  etant  uii  nombre 
quelconque,  eritier  et  positif. 

3"  Dans  chacun  de  ces  quadrants,  l'arc  x  va  en  augmentant 
depuis  a;  =  n7rjusqu'ä  a;  =  (n-|-^)T^;lalangente  augmente  d'une 
nianiere  conlinue  depuis  zero  jusqu'ä  l'intini;  par  consequent, 
11  y  a  dans  chacun  des  quadrants  indiques  une  racine  reelle,  et 
il  n'y  en  a  qu'une  seule ;  et  l'equalion  proposee  admet  une  infi- 
nite de  racines  positives  et  negatives. 

4°  L'equation  etant  verifiöe  par  a;  =  0,  la  racine  correspon- 
dante  au  premier  quadrant  est  zero ;  pour  toutes  les  autres  va- 
leurs  de  a;,  comprises  dans  le  premier  quadrant,  on  sait  quc 
tangj:;>>arc  a;. 

5»  Si  Ton  repr^sente  par    (im  -\~  a„)  la  n""=   racine  («„  eiant 

moindre  que  |^),  il  est  facile  de  voir,  que  cet  arc  «„  es',  d'autant 

plus  grand  que  n  est  plus  grand. 

Soit,  en  eflet,  n'n  +  «n  l'i  Solution  qui  correspond  ä  un  nom- 
bre n'  superieur  ä  n,  on  a  : 

tang  (mt  +  «„)  =  tang  an= ?it:  -|-  «„, 

tang(n'7t  -}-  «„■)  =  tang  «„-  =  n'u  -f  «n- ; 

or,  n'  etant  plus  grand  que  n,  la  difförence  «'ir  4-««'  —  htc  —  »„ 
ou  (n' — n)Tr-f-an' — a„  est  positive,  puisque  {n'  —  n)v:  est  au  nioius 
6gal  ä  TT ;  donc  [ii'-k  -\-  «„')  surpasse  {n-n  +  «») ;  donc  tang  «„-  est  plus 
grand  quc  tanga„;  et,  par  suite,  «„•  est  plus  grand  que  a„, 
comme  nous  l'avions  annonce. 

6»  Si  la  valeur  approchee  de  la  racine  est  trop  grande,  l'arc 
est  |)lus  pelit  que  la  tangente;  si,  au  contraire,  la  valeur  appro- 
cliöe  de  X  est  trop  pctile.  l'arc  est  plus  grand  que  la  tangente, 
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Car,  dans  chaque  qLadrarit,  {x  —  tanga?)  est  positif,  tant  que  la 
valeur  donnee  ä  x  est  inferieureäla  racine ;  et  devient  negative 
d^s  que  cette  valeur  surpasse  la  racine. 

280.  Calcul  de  LA  PREMIERE  RACINE.  Gecl  pose,  delerminons 
la  plus  petita  des  racines,  celle  qui  est  terminee  dans  le 
(roisieme  quadrant  du  cercle.  On  sait  que  tangl80'*  =  0, 
taug  225«  =  1,  et  lang  270»=  oo  ;  or,  x  6tant  plus  grand  que  it, 
on  a: 

aic2250>  lang  225«,    arc  270''<  lang  270» ; 

l'arc  X  est  donc  renfermö  entre  225»  et  270». 

Gherchons  maintenant  les  valeurs  unfaires  des  arc  compris 
entre  250"  et  260",  et  de  leurs  tangentes  respectives  (on  trouvera 
ces  valeurs,  qui  sont  souvent  fortutiles,  dans  une  table,  ä  la  fin 
du  volume) ;  nous  aurons : 

arc  250»  =  4.363,  tang  250»  =  2,747, 

arc  252»  =  4,398,  tang  252»  =  3,078, 

arc  254»  =  4,433,  tang  254»  =  3,487, 

arc  256»  =  4,468,  tang  256»  =  4,011, 

arc  257»  =  4,485,  tang  257»  =4,331, 

arc  258»  =4,503,  tang  258»  =  4,705, 

On  voit  immediatement  que  l'arc  en  question  est  compris  j 
entre  257»  et  258»;  ou  que  la  valeur  de  x,  exprim^e  en  parties 
du  rayon,  est  entre  4,485  et  4,503. 

Nous  admettrons  donc,  pour  prämiere  valeur  approch^e : 

a;=4,503. 

Premiere  Approximation  par  la  Methode  de  Newton.  Nous 
avons  r^quation : 

Y{x)  =  x — tanga;  =  0; 

sa  premiere  derivee  est,  par  suite : 

F'(a;)=l ^  =  — tang^a;; 
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et  le  tcrmc  de  correction  scra : 

, F  (x) X  —  langa; 

¥tx)~     taii-'-'a;     * 

De  plus,  nous  supposerons  ic=  4,503. 

Nous  aiirons  alors :  x=      4,503 

tang.-c^:       4,705 

(3t  a;— taug  a;  =  — 0,202. 

n  I  0,202  0,202 

la  valeur  approch6e  de  x  sera  donc  : 

371=4,494. 

Deuxieme  APPROXIMATION.  Posoiis  371=4,494,  et  calculons  ä 
sept  döcimales.  Pour  transfornier  l'arc  x  en  degres,  nous  nous 
servirons  de  la  table  de  rcduclion  contenue  dans  les  tables  de 
Gallct,  pages  214,215  et  216. 


27,  =  4,494 

3,49065  850  = 

200» 

1,00334   150 

0,99483  767  = 

57» 

0,00850  383 

843   576  = 

29' 

0,00006  807 

6   787  = 

14" 

0,00000  020  = 

0",ü4; 

donc 

j;i  =  257"29'14", 

04. 

On  en  conc 

lut: 

log  tanga;i  =  0,653 

7870, 

et 

tanga:,  =  4,505  956. 

Par  suite, 

lan^  37,  —  Xi  =0,011 

956 

log 

[lang  371 — 37i]  =  2,077 

5859 

lo-  langer,  =  1,307  5740 

log  (—/i,)  =  4,770  0119 

d'oü 

h^  =—  0,000  58886; 
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CG  qui  doniic  uiie  nouvclle  valcur  approchec  de  rr, 

a>2  =  4,493  411. 

Comme  la  valeur  de  Xi  elait  exacte  aux  milliemes,  rerreui 

de  Xt  sera  de  l'ordre  de  r-«« 
10^ 

Troisieme  APPROXIMATION.  Le  dcmier  calcul  iioiis  a  donii6, 
avec  unc  approximalion  de  —e  environ, 

a;2  =  langa::2=  4,49341. 

Poiir  üLtenir  une"  valcur  de  x  encore  plus  rapproclice,  au  Heu 
de  preudrc  rr2=  4,49341,  posous: 

lang  0-2  =  4,49341 ; 

ce  qui  facilitera  de  heaucoup  le  calcul. 
Nous  avons  d^jä  Irouve  (172) : 

arc  COtang  4,49341  =  0,21897  94968  94113; 

de  plus,  nous  avons : 

arctanga;=270'  —  arccolanga;; 

mals  270«=  —  =    4,71238  89803  84690 

el  arc  colang  4,49341  =  0,21897  94968  94113; 

donc  a:2=arctaiig4,49341  =  4,49340  94834  90577 

el  tanga;2=  4,49341 

d'oü  VdngX2  —  X2=  0,00000  05165  09423; 

mais  taiig^  vCa  =  20,19073  34281 ; 

,  ,         X  —  \nn^x  0,00000,05165  0942 

düiic  Ih= 7^^^  = ■ ■ , 

\dUg'x  20,19073   31281  * 

OU  /72  =  — 0,00000  00255  815... 

Noiis  avons  Irouve  ci-dcssus: 

.a:s  =  4,49340  94834  906; 
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duiic  a;3-Na:2-|-//2  =  4,493409  457909, 

valeur  cxacle  ä  douzc  decimalcs;  ce  nombre,  transfonn6  en  dc- 
grös  et  parlies  de  degr^,  devient: 

a;3=257"27' 12", 231224. 

Lts  tables  de  logarilhmes  de  Vlacq,  tables  ä  dix  decimales, 

donnenl: 

lang  a;3  =  4,4934  09453; 

ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  le  resullal  oblenu. 

281.  Resolution  generale  de  l'equ\tion.  L'^qualion 

[1]  X  —  lang  07=0, 

qui  se  distingue  par  la  rapidil6  avec  laquelle  on  arrive  ä  la  de- 
termination  nette  et  complete  de  ses  racines,  est,  en  outre, 
rcniarquable  par  la  facilit6  avec  laquelle  eile  se  prete  ä  une  re- 
solulion  generale,  analogue  ä  celle  des  equations  algebriques 
du  second  degre. 

En  effet,  il  suftit  de  trois  ou  quatre  substltutions  successives 
pour  oblenir  l'exprcssion  generale  de  toules  ces  racines  avec 
une  grande  precision. 

Nous  avons  dejä  etabli  (page  285),  quo  la  n""*  racine  est  plus 

petitc  que  in  -\-  -\  -k,  ou  que  (2?i  +  1)  ^.  l^osons  donc : 

(2n-l-l)^  =  a;  +  0, 

ecjuation  datis  laquelle  0  designc  la  distance  de  rcxlremit6  de 
l'arc  X  ä  celle  du  quadrant  oü  il  se  tcrmine.  Nous  aurons  alors: 

tanga;=  lang    (2a  4-  1)  ^  —  ö    =  colangO, 

1 


d'oü  tanc:  0  = 


tanga;' 


niais  nous  avons  egalement,  d'apres  Tequation  proposöe : 

taug  ci/'-^a;; 
Alü.  bP.  U.  19 
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donc  tang  ö=-, 

et  [2]  (2n+l)^=^rr  +  arc.  lang-. 

Or  -  est  plus  petit  quo  1 :  on  peut  donc  developpcr  en  scric 
cette  derniere  expression ;  et  Ton  a  : 

(2n+l)-  =  a;+--^3  +  5^-7p-f--"; 
d'oü,  en  d^signant  (2n-|- 1)  ö  P^^'  ^  • 

C'est  de  cette  öquaüon  que  nous  tirerons  la  valeur  de  x  en  fonc- 
tion  de  a. 

Negligeons  d'abord  le  terme  -  et  les  termes  suivants  :  nous 

aurons  07=  ö;  si  nous  substituons  cette  valeur  ä  x  dans  le  second 
niembre  de  l'^quation  [3],  nous  aurons,  en  n6gligeant  les 3" .. . 
puissances : 

1 

x=-a . 

a 

Üne  nouvelle  Substitution,  avec  suppression  des  5"  puissances, 
donnera : 

_  /l    ,       1    \    ,      1     _  1  2 


Car  la  division  donne : 


1       a^  0?^  0?^ 


a 

a 
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Ell  subsUluanl  ccllc  valeur  de  a?  dans  Ic  sccond  incnibre  de  l'e- 
quatioii  [3],  cn  cfTecUianl  Ics  divisions  et  en  negligcant  les 
7"  puissances,  iioiis  aurons  iine  valeur  de  x  encore  plus  ap- 
prochce : 

^ 1  , 1 1 

'1    •       .  1         2      ,      13 

ou,  en  reduisant,  x=^a ^n4--; — -• 

'  a      2a^   '15a" 

Enfin,pourobtenirunenouvclleapproximalion,  remplagonsa; 
par  cette  derniere  valeur,  effectuons  les  divisions  et  nögligeons 
les  G"'  puissances ;  le  r^sullat  sera: 

! + '  '      I  ■ 

1        2        15a^^„/        1        2  \3        /        l\'~7a" 


x^^-a 


ou 

X 


(        1        2        \ba\  '      /        1        2  \3        /        1\-^ 
\^—a-^--li)     H'"ä-3aV      H"~«) 

ou 

1         2  13  146 

^"~^*~"ä~3^^~  15a*       IOdÖ^' 
Un  nouveau  calcul  donnerait  le  6'  terme  de  la  seile,  qui  est 

781 
315a»' 

En  remplagant,  dans  cette  formule,  a  par  sa  valeur  (2n4- 1)  5, 
et  TT  [lar  3,14159  26....,  l'equation  sc  presentera  sous  la  forme  : 

[4]     a;=(2?i+l)  .  ^— ,,    \    ,,  X  0,63661  97723  67581 

^  X  0,17200  81836  —  --—?-—^  X  0.09062  596 


(2?l+l)'         '  (2rt+l) 

■       ^     ,  ■X0,05892837— ——XO, 04258  5 
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Pour  avoirimm6dialcmentla  valeur  dela  1",  de  la  2%  de  la3^... 
racine,  on  n'aurait  qu'ä  subslituer  ä  n  les  nombi  es  1,  2,  3. . . . 
A  mesiire  que  le  nombre  n  augmente,  le  nombre  des  tcrincs 
diminue  pour  un  mßine  degie  d'exaclilude:  et  la  valeur  de  x 
finit  par  se  reduire  au  premier  terme 

a;=(2n  +  l)|, 

lorsque  n  devierit  infini. 

Si,  par  exemple,  on  voulait  obtenir,  ä  sept  d^cimales,  la 
10*  racine,  il  sufiirait  des  qualre  premiers  lermes;  on  aurait : 

2?l+l=21, 

a;=  21X90"=  32,986  72286 (voy.  Callet,  p.  214) 

~    0,030  31523 

—  0,00001857 

—  0,00000002 
QU                        a;=  32,956  3890. 

Le  calcul  devlent  encore  plus  simple,  lorsqu'on  convertit  les 
coefficients  de  l'equalion  [2]  en  degres,  minutcs  et  secondes; 
Operation  qui  serait  extr^mement  simple  ä  l'aidc  de  la  table  de 
reduclion  de  Callet. 

On  obtient  alors : 

r    .V  ^.n       131312",25       35479",24 

151     a;  =  (2n+l).90» j- — -^r 7- — r-^ 

^  ■■  \       I     /  (2n-|- 1)         (2n-{-lf 

18693"  12155"  8784"- 


{2n-\-\Y  '    (2;t-f-l)^      (2n+l)'      * 

Calculant,  d'apres  cette  formulo,  la  5^  racine  de  rcqualion,  on 
aura : 

n  =  5,    27t  +  l  =  ll.- 

11  bufüra  d'cvaluer  les  qualre  premiers  termcs,  et  encore  le 
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quatrieine  n'influc-l-il  qiie  sur  los  fractions  de  sccondcs.  On 
aiira  ; 

X=\\  XgO»  — (11937",484-26'.66-f-0",12) 

=  11  X  90°—    11964",26 

Oll  rr=ll  X90«  — 3M9'24''26. 

Voici  Ics  valeurs  des  onze  prcmi^res  racincs  : 

Xa=  90«  — 90% 

Xi=    3X90»— 12°  32' 48", 

X2=    5X90»—    7»  22' 32", 

Xi=    7X90»—    5»  14' 22', 

Xi=    9X90»—   4»    3' 59", 

a;5=ll  X90»—   3»  19' 24", 

a;6  =  13X90»—   2»  48' 37", 

a;7  =  15X90»—   2»  26'    5", 

X,  =  \7  X90»—    2»    8' 51", 

iTs^  19X90»—    1»55'16". 

a^,o=21  X90°—    l''44'17". 

RfiSUME. 
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l'equation  a;  =  tang£c. 
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EXERCICES. 

r.   Etant  donn6  un  quadrant  de  cercle  BCD,  trouver  un  arc  BM,  tel  que  le 

secteur  BCM  soit  egal  au  triangle  CDR  forme 
par  le  rayon  CD,  la  cosecante  CR  et  la  cotan- 
gente  DR. 

Soit  l'arcBM^a;;  l'equation  äresoudre  sera: 

a;  =  cotgx. 

Et  l'ün  trouvera: 

=  49»n'36",5b, 

X  —  cotanga;  =0,860  3334. 

II.  Trouver  un  secteur  BCM,  qui  soit  la  moi- 
tie  du  triangle.  CBT  forme  pai'  le  rayon  CB,  la  langcnte  BT  et  la  secanle  CT 


Equation  : 
Solution  : 


2a;=:^tanga;. 

a;  =  66»46'54",23, 

2x  =:tanga;r=:2,331122. 


III.  Partager  le  demi-cercle  ADMB   en  deu.v  parlies  equivalenles,  par  une 
corde  XM  men6e  ä  l'extremite  du  diametre. 

On  cherche  l'angle  MCD  =  (p. 

Equation  :  cp  =  coscp. 

Solution:  (p=42«20'47",2o, 

<P  =  cos(p:=0,739  0851. 

IV.  Etant  donnö  un  quadrant  de  cercle  BCD,  mener  une  perpendiculaire  MP 
au  rayon  CB^  qui  partage  l'aire  du  quadrant  eu  deux  parties  egaies. 

Soit  l'arcBM^a;;  on  obtient  l'equatioü  : 


2a;  — -  =  siu2x 

En  posant : 

TT 

requallon  devicndra 

^:-=cos ;:;, 

Solution  de  rcxorcicc' 

III. 
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V.  Determiner  le  secteur  du  ceicle  ACM,  de  maniöre  que  la  corde  AM  le  pnr- 
tage  en  deux  parties  equivalentes,  c'est-ä-dire  que  le  triaugle  ACM  soll  egal  au 
Segment  ADM. 

Soitl'arc  All=S;  requation  iresoudre  sera : 

;f  =  2  sin  g. 

Solution  :  x  =  108° 36'  13", 76, 

*=  2  sin  ;r  =  1,8954942. 

VI.  Mener  d'un  point  dela  circonference  deux  cordes  AM  et  AN,  lelles  qu'elles 
divisent  l'aiie  du  cercle  en  trois  paities  egales. 

Soit  BCM  =  a;;  on  aura  l'equation  : 

a;  +  sina;=-. 

Solution:  a;=  3ü»43'33",0, 

=  0,536267. 

VII.  Determiner,  dans  le  quadrant  BCD,  l'arc  BM,  de  maniere  que  cet  arc 
soit  egal  ä  la  corde  BM  prolongee  jusqu'au  point  F. 

Equation  :  xsin-^l. 

Solution  :  x  =  84''53'38",83, 

= 1,481 682. 

VIII.  Resoudre  l'equation  : 

-iiil^^-5iH!^=0,05848868, 
cotangx  —  cütaüga 

o  etant  egal  ä  32n9'24",93. 

On  trouve  :  x  =  14°  14  35",34. 

IX.  Resoudre  l'equation  :  10'  =  19,3229  xa;. 
On  trouve  :  a;=  1,446  364. 

X.  Resoudre  l'equation :         c'=  17,64391  Xx. 
On  trouve  :  x  =  4,337  745. 

XI.  Resoudre  l'equation  : 

a;'  =  e^=  111,3177.... 
On  trouve  :  x  =  3,644173075. 
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Cette  equation  sc  presente  dans  la  thoerie  des  spirales  logarithmiques,  et,  en 
general,  dans  la  tliöorie  des  couj'Les  qui  coincident  dans  tous  las  points  avec 
leurs  developpees. 

XII.  Rösoudre  l'equation  : 

(e*  +  e-')  cos  a; — 2  =  0. 
On  trouve  :  «  =  4,73004099. 

Cette  equation  se  präsente  dans  la  theorie  de  la  chainette. 

XIII.  R^soudre  l'equation  : 

(e'  +  e-*)  cos  a;  +  2  =0. 
On  trouve  :  x=  1,8751  0402. 

XIV.  R&oudre  l'equation 

tanga:=-^^ 

^       4 

On  trouve  :  a;,  =  2,563  4342. 

2-2=:  6,058  6701. 

Les  trois  dernieres  equations  se  prösentent  dans  la  theorie  des  corps  elas- 
tiques. 


A  P  P  S:  N  D I C  E  . 

RESOLUTIOX  DF.  QUELQUES  QUESTIOXS 
BIPORTAXTES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DrCOMPOSlTION  DES  FRACTIONS  RATIOWELLES. 

282.  BuT  DE  CE  CHAPITRE.  Lorsque  Ics  dciix  termcs  d'iinc  frac- 
tion  sont  des  polynomes  enliers  par  rapport  ä  iine  meme  lellre  x, 
on  peilt,  en  cffectuant  leur  division  autant  quo  possible,  decoin- 
poscr  cette  fraction  cn  nn  polynome  entier  par  rapport  ä  celte 
lettre,  et  en  une  autre  fraction  dont  le  numerateur  soit  de  degre 
moindre  que  le  d^nominatcur.  Le  biit  de  ce  chapitre  est  de 
montrer,  comment  celte  fraction  peut  elle-möme  etre  döcom- 
posee  en  d'autres  plus  simples.  Noiis  supposerons  seulenient 
qu'on  ait  rcsolu  requation  obtenue  en  6galant  le  denominatcur 
ä  zero,  et  qu'on  en  connaisse  loutes  les  racines.  Nous  suppose- 
rons, en  outre,  que  les  deux  termes  de  la  fraction  n'ont  aucnn 
facleur  conimun. 

§  I.  Gas  des  racines  inegales. 

285.  Forme  de  la  fraction  dans  ce  gas.  Soit  la  fraction  ra- 
tionnelle 

rii  *         /M  ■ 

oü  f{x)  designc  un  polynome  en  a;,  de  degrö  moindre  qne  F(a;). 
Süient  a,  fc,  c, . . . . ,  /;,  l  les  racines  de  l'equation 

Y{x)  =  0. 

Notis  supposerons  d'aboid  qu'ellessoienttoutes  inegales.  Nou« 
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ullons  faire  voir  que,  dans  ce  cas,  on  peut  toujours  meltre  la 
fraction  [1]  soiis  la  forme  : 


¥[x)      X — a^^  x—b      X  —  c      **'*      x  —  k      x  —  /' 

A,  13,  G, . . . . ,  K,  L  designant  des  constantes.  Pour  le  demontrer, 
nous  considererons  A,  B,  C, . ..  .K,  L,  comme  des  coefficienls 
indeterminös,  dont  nous  delerminerons  la  valeur;  puis  nous 
v6rifierons  qu'ils  rendent  l'öquation  [2]  identique. 

L'6quation  [2],  si  on  multiplie  ses  deux  membres  par  F(a;), 
devient 

[3]    /(.)  =  A£W  +  M^  +  ....  +  ÜÜM+LF(.). 
LJ     /\/       ^  —  a      X —  o'  *  x  — -h      X  —  / 

Comme  l'öquation  [3]  doit  etre  identique,  il  faut  qu'elle  soit 
satisfaite  pour  les  valeurs  x  =  a,x  =  b,....,x=^L  Si  Ton  fait, 
par  exemple,  x  =  a,  et  si  l'on  remarque  que,  F(a)  6lant  6gal 
ä  z6ro,  tous  les  termes  du  second  membre  disparaissent,  excepte 
celui  qui  est  divis6  par  (x — ä),  on  a  : 


««)-t^l' 


en  designant  par     — ^       la  valeur  que  prend  le  quotient 


X — a 


,  quand  on  y  fait  x=-a.  Or  on  a  : 


¥{x)=Y{a+{x-a)]  =  f{a)^¥{a){x  —  a)^^-^{x—af 

~         ^  i .  2 m-  '   ' 

en  remarquant  que  F(a)  =  0,  on  en  conclut : 

\^[x)       ^,,  .    ,   F"(fl)  ,  ,   ,  ,        F'"(a)    '  ,  . 


TO— 1 


puis,  cu  faisant  x^=a,  lous  les  termes  du  second  membre  dispa- 
raissenl,  ä  rexceplion  du  premier;  on  sorte  que 


X  —  a 


F'(a); 
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et,  par  suite,  l'^qualion  [3]  devient  : 

/■(a)=:AF'(rt); 
d'oü  Ton  conclut :  • 


[4]- 


F'(a) 


Gelte  valeiir  de  A  n'est  pas  nulle;  cavf(x)  =  0  n'admet  pas  la 
racinc  a.  Elle  n'est  pas  iniinie;  car  F(x)=  0  n'a  pas  de  racines 
Egales. 
On  trouvera  de  mßme  : 

Pour  d6terniiner  les  valeurs  pr^cedentes,  nous  avons  com- 
mence  par  adnietlre  la  possibilit^  du  developpement  [2]  et  de 
l'äquation  [3],  qui  en  est  une  consequence.  II  est  donc  n6ces- 
saire  de  d6niontrer  que  ces  valeurs,  qui  evidemment  sont  les 
seules  possibles,  satisfont  effectivement.  Pour  cela,  remarquons 
qu'en  les  adoptant,  i'^qualion  [3]  sera  satisfaite  pour  les  valeurs 
ß,  ö,  ...  Ä,  /  de  rc;  or  f{x)  ötant,  par  hypoth^se,  de  degre 
nioindre  que  F(a;),  cette  equation  est  de  degr6  (m — 1);  eile  ne 
peut  donc  avoir  m  racines,  sans  6tre  satisfaite  identiquement. 
Ainsi  ces  valeurs  rendent  idehtique  l'äquation  [3]  et,  par  suite, 
le  developpement  [2]. 

284.  Gas  des  racines  imaginaires  inegales.  D'apr^s  ce  qui 
precöde,  en  d6signant  par  f(x)  un  polynome  de  degre  moindre 
que  F(a;) ,  et  par  a,  b,  c  ....,  k,  l  les  m  racines  de  f{x)  =  0,  on  a 
identiquement : 

ni    /"C^)-      A('i)        ,  "     ab)  f(i) 


F{x)      F'{a) {x—a)   '  F\b) {x—b)  ^  "  "^  ['{lyx—l)' 

Gelte  formule  suppose  seulement  que  les  racines  a,  b, ....,  k,  l 
sont  inegales.  Elle  s'appliquc  au  cas  oii  quelques-unes  d'entre 
cllcs  seraient  imaginaires.  Seiik'ment,  dans  ce  cas,  il  sera  con- 
venable  de  faire  subir  au  second  membre  quelques  reductions, 
destinees  ä  en  faire  disparaitre  les  quantites  imaginaires  qui  y 
sont  en  evidence. 
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Soient  a+ßv^"-!  ?  « — ß\/— ^ .  deuxracines  imaginaires;  il  est 
facile  de  voir  que  K'^+ß  v^ — 0  et  f{v.  —  ^\J — l)  iie  difförent  qua 
par  Ic  signe  de  sj — 1 ;  en  snrte  que,  l'ime  des  deux  expressions 
ctiintP-f-Qv/^,  l'autre  sera  P— Qv^^T.  De  meme,  F'(«+ßv/^} 
et  F'(a  — ßv/ — l)  pourront  6tre  repr^sent^s  par  M  +  Nv^ — 1  et 
M  —  N\/ — 1 ;  en  soiie  que  la  sommc  des  deux  termes  du  second 
mcmbre  de  [1],  qui  correspondont  aux  racines  considerees,  est 
de  la  forme  : 

P+Qy/^^ P  — Oy/ITT 

(M-fNv/^)(.'r-«-ßv'^)      (M-N\/^)(a;-«4-ßv/=I)' 

ou,  en  röduisant  au  meme  dönominateur,  et  supprimant  les 
tei'mes  qui  se  delruisent : 

2  ( PM  4-  QX )  (a;  —  g)  +  2  PNß  —  2  QMß  "• 

ÖVP  +  N-)[(a;  — a)^  +  ßn 

On  voit  donc  que  les  deux  fractions  simples,  qui  correspondent 
ä  deux  racines  conjuguees,  peuvent  etrc  röunies  en  une  seule, 
dont  le  numörateur  est  du  premier  degre  par  rapport  a  a;,  et 
dont  le  denominateur  est  du  second  degr6. 


§  II.  Gas  des  racines  egales. 

* 

2ns.  Forme  de  la  fraction  dans  ce  gas.  Si  le  denominateur 
de  la  fraction 

m   • 

F(.T) 

contient  des  racines  6gales,  les  formules  precedentes  ne  sont 
plus  applicables;  on  peut  nranmoins  decomposcr  cctte  fraction 
en  d'autrcs  plus  simples.  Pour  le  montrcr,  nous  6tablirons 
d'abord  le  Ibeor^mc  suivant. 

Thkoreme.  Si  a  dedgnc  unc  racinc  muliiple  de  Vequalion  Y{x)  =  0, 
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a  son  degre  de  midlipHcile,  lafracüon  ralionnelle  v."-^  pourra  loii- 
jours  etre  decomposee  de  la  maniere  suivante  : 

A  designanl  wie  conslante,  fi  (x)  un  polynomc  enticr  et  ralloiinely 
Fi(x)  leqiiolient  de  la  divisiondc  F  {\)par  (x — a)". 

Oll  a,  en  effet,  idenüquemenl,  (lucl  que  soit  A  : 

pn        /"C^')^        f(^)         ^      A  f(x)-XV,(x) 

^'^^       ¥{x)      {x—a)''b\{x)     {x—a)'''^{x—a)''h\{xy 

Si  nous  deterniinons  A  par  la  condilion 

[3]  f^a)-AF,{a)=0, 

le  numcraleur  du  sccond  terme  du  socond  ineinbie  s'annulera 
poiir  x=^a,  et  sera,  par  conscquenl,  divi^ible  par  (j; — a);  en 
posant  donc : 

r(x)—\F,(x)_ 


il  viendra : 


x  —  a 
f{x)  A        ,  h{x) 


f{x)~  {x — äy  '^{x— af- 1  Fl  {x) ' 

CO  qui  deinontre  la  proposilion  enonc6e. 

PxEMARQUE.  Fi(a7)  Stallt  le  quolient  de  la  division  de  Y{x)  par 

la  plus  haute  puissance  de  {x  —  d)  qui  puisse  le  diviser,  Fi(a)  »e 

scra  jamais  nul ;  et  l'^quation  [3j  fournira  toujours  pour  A  une 

valeur  liiiic.  On  [leut  rcuiarquer  que  celte  valeurne  sera  jamais 

fix) 
nulle  :  car  la  fraction  t^  elaut  reduite  ä  sa  plus  simple  ex- 

pression,  f{x)  etF(a")  iie  peuvent  pas  avoir  de  racine commune; 
et,  par  suite,  le  numerateur  f{a)  de  A  ne  peut  6tre  egal  \  zero. 

Apr^s  avoir  mis  la  fraclion  ^^  sous  la  forme 
'  F  (yx) 


(a;— a;»^(,r  — u)'-'l''.C»)' 
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si  Ton  applique  la  meine  melhode  au  second  terme  de  i'ex- 
prcssion  [1],  on  le  mettra  sous  la  forme 

Ai  6tant  mie  constante  qui,  cetle  fois,  peut  ^tre  nulle,  et  (^{x) 

une  fonction  entiere. 

/  (x) 
On  pourrademßme  döcomposer  • /^_g        enunesomme 

de  la  forme 

Ai         ,  h{oc) 


[3] 


{x—af-^  '  {x—ay--n\{x)' 


fix) 
et,  en  continuant  ainsi,  on  voit  que  la  fraction  proposce  '^~. 

peut  6t re  mise  sous  la  forme  : 

r4i    /(a^)^     A      ,       Ai  j__Azi±_i/kM. 

^  ^     F  {X)     {w—a}^  '^(x-  ü)"-'  "•"•••  "T  (a;—fO "^  Fi  [x) ' 

A,  Aj, . . .  Aa_i  etant  des  constantes  finies  et  döterminöes,  dont  la 
premlere  n'est  pas  nulle. 

On  peut  remarquer  que  le  degre  de  f{x)  etant  suppose  infe- 
rieur  ä  celui  de  F(a?),  celuide/a(a;),  estinferieuräceluideFiCa?); 
car,  en  mullipliant  la  formule  [4]  par  F(a;),  on  a  identique- 
ment : 

[5]    [{x}.=  k¥,x-\-K,{x—a)f,{x)-^r'"  -f  A„_,(a;-fl)«-iFi(a;) 

-{-{x-a)fj^x). 

or  f{x)  est  au  plus  du  degr6  (w —  1);  11  doit  donc  en  ßtre  de 
meme  de  {x — a)%(x) :  donc  /"„(rc)  est  au  plus  du  degrö  (m  —  a—  1), 
tandis  que  fi.{x)  est  du  degrö  (m — a).  De  plus,  11  n'existe  aueun 
facteur  commun  eutre  f„,{x)  etFi(a;);  car  ce  facteur,  divisant 
fa{x)  et  Fl  {x),  diviserait  f{x),  d'apr^s  [5],  et  serait  ainsi  commun 

f    (x) 

a  f(x)  et  ä  f{x).  II  r6suUe  de  lä,  que  la  fraction  ^-^  se  presente 

f(x) 
dans  les  memcs  conditions  que  ^~y 
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Soient  maintenant  b  iine  secondc  racinede  ¥{x)  =  0,  el  ß  soii 
dogrö  de  multiplicitö;  en  sorte  que  Ton  ait : 

¥t{x)  =  {x—by¥^{x); 

f  (x) 
on  peut  appliquer  la  m6thode  präcedente  ä  la  fraction  ~-^  ;  cl 

Ton  obtiendra  une  cxpression  de  la  forme  : 

U{x)_     W  %  Bs-,     ,  hjx) 

¥,{x)     [x—h^y{x—bf-'^' '  •  '^{x  —  byF^ixy 

B,  Bi,.  ..  Bp_i  etant  des  constantes  d6termin6es,  dont  la  pre- 
inicre  n'est  pas  nulle,  et  f^{x)  etant  une  fonction  entiere  de  dcgrc 
moindre  que  celui  de  Fa  (x),  et  qui  n'a  aucun  facteur  commun 
avec  Fj  {x).  II  resulte  de  lä  qu'en  general,  si  on  suppose  : 

Y{x)  =  {x  —  ay{x~b)K..  {x  —  c)\ 

t  (x) 
la  fraction  '^^  pourra  etre  d(5compos6e  de  la  maniere  suivantc  : 

f(x)__     A       ■         Ai        ■  I    A,-) 

F(«)      {x — ('/     (;c— a)"~'  •  X — a 

,        B        ,         Bi  ,  ,    Ba-i 


{x  —  b)^  '  {x—b}»-'   1  •••    1  3,_ö 


'{x—cy~^{x—cy-^  '  '  **  ~^x—c 


A,  Aj,...  B,  B,,. . .  C,  Gl,...  ötant  des  constantes,  parmi  les- 
quelles  A,  B,  . . .  G,  nc  sont  pas  nuls. 
La  niethode  prec6denle,  en  prouvant  la  possibilite  de  cette 
I   d6composition,  donnc  cn  mömc  temps  le  moyen  de  refTectuer. 

286.  La  DECOMPOSiTiON  n'est  possible  que  d'une  beule  ma- 
niere. Nous  allons  maintenant  prouvcr,  qu'une  fraction  ralion- 
nelle  ne  peut  6tre  mise  que  d'une  seule  maniere,  sous  la  forme 
indiqu6e  dans  le  paragraphe  pr6c6dent. 
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Supposons,  eil  cffet,  quo  Ton  alt  Iroiive  deux  d^veloppemciils  • 
d'une  nieme  fiaclion  ralioniielle  : 

A       ,        Ai         1        1    A.-i    .       r?       ,        B, 

et 

A'  A',  ■    AV-i    .        B' 

(«— «')»'"*■  (a?  —  ü/'-i  h  •  • .  -1-  ^^._^r  ~r  (a;  _  o'f  ~r  ■■-t-^i^r, 

ils  soiilegaux,  qiiel  que  soit  x.  Mulliplions-les  par  {x—cif-,  et 
faisons  ensiiitea;=a;  le  premier  se  röduit  ä  A;  le  second  s'an- 
nulerait  feiaucun  de  ses  denoniinaleurs  ne  contenait  le  facteur 
X — a.  II  faul  doüc  que  les  puissances  de  {x — a)  formenlles  de- 
nominateurs  de  quelques fraclions.  Soit,  par  exeniple,  a'=a;  je 
dis  qu'alors  on  doit  avoir  «'  =  «,  A'  =  A.  Supposons  en  effet,s'il 
est  possible,  que  Tun  des  deux  exposants,  a  par  exemple,  soit 
plus  grand  que  l'autre;  tironsde  l'equalion  quiexprime  i'egalile 

des  deux  developpements,  la  valeur  de  -, — ^-^-,  et  röduisons 

^'  {x  —  aY^ 

toLis  les  aulres  ternics  au  niöme  denominateur;  on  aura  un  r6- 
sultat  de  la  forme  : 

A      __.         cffo?) 
{x—aY~'  {x  —  ay-^'^)  * 

ou  A  =  (a; — «)t7-\» 

9  et  v]'  designant  des  polynomes  doiit  le  second  n'cst  pas  divisible 

par  {x — a).  D'ailleurs  A  est  une  constante;  il  faul  donc  qu'ellc 

i^oitnulle;  car  reqiialion  precedente  donne  A  =  0  pour  x=a. 

Donc  ctz^tx'. 

Je -dis  maintenant  que  A  =  A' ;  en  effet,  en  egalantles  develop- 

A' 
pements,  et  en  faisant  passer  le  terme  -, r^  dans  le  premier 

\0u  Ci) 

uiembre,  on  pourra  recoinmcncer  le  raisonnement  pr6c6dent, 
et  prouver  que  (A  —  A')  doit  etre  ögal  ä  z6ro. 

Les  termes  qui  renfernicnl  les  plus  hautes  puissances  {x — a) 
dans  les  deux  d6veloppemenls  etant  egaux  entre  eux,  on  pourra 
les  supprimer  de  part  et  d'autre,  et  les  restcs  scront  ^gaux.  II 
faudra,  par  consequenl,  que  les  termes  qui,  dans  ccs  resles,  com 
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(icnnoiit  les  plusliautcs  puissances  dc(x — «),  soienlaussic'g.iiix 
cntre  cux;  ef,  encoiiliniiaiit  ainsi,  ou  prouvera  quclcs  fiaclions 
simples  tiui  composent  les  deiix  developpeincnts,  et,  par  suite, 
ciiün,  les  parties  cnlieres  E(a;),  E'(a;),  sont  ('•galcs  chacune  ä 
chacune. 

287.  Methode  pour  le  calcul  des  coefficients.  Pour  ef- 
fecluer  la  decomposition  d'une  fraclion  rationnclle,  on  peut 
employer  un  proc6d6  beaucoup  plus  simple  que  celui  qui  r6- 
sulte  de  la  melhode  indiquee  plus  haut  (20*5). 

f(x) 
Soientv^  la  fraclion  propos^e,  et  (x  —  a)"  un  faclcur  mul- 
tiple de  son  dönominateur ;  en  sorte  que  l'on  a  : 

r(^)^     fix) 

¥{x)      ix-a)"F,(x)' 

Pour  trouver,  par  une  seule  Operation,  les  fraclions  simples 
qui  ont  pour  denominateurs  les  diverses  puissances  de  {x — a;, 
on  posera  : 

X  —  a=h, 

fix)        ^  na-\-h) 
{x-ay'Fi{x)     h'%{a-\-li)' 

Ordounant  cnsuite  les  deux  polynomes  f{a-\-h)  et  F,  (a-\-hi 
suivant  les  puissances  croissantcs  de  /(,  on  aura  : 

f(a-}-h)       A  +  A./i-f-AJi^-f-. . .  +  A„,/r 


F(rt  +  /i)      (U  -1-  l?o/;  +  i;o/(='+ . . .  -f-  i;p/r^;/i"* 

Si  Ton  efleclue  actuellement  la  division  du  numörateur  parle 
prcmier  facteur  du  denominateur,  enordonnantle  quoticnt  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  h,  on  obliendra  des  rcstcs 
siiccessifs  dout  les  degres  croilront  sans  cesse.  Lc  premier  ternie 
de  Tun  des  rcsles  (inira  donc  par  elre  de  dcgre  egal  ou  supericur 
ä  n.  On  arretera  alors  l'operalion  :  le  quolicnt  sera  de  dcgr6 
(n — 1);  et  l'on  aura: 

A  +  A,/,-f-A#  +  ...+A,„/r_^.  ,  ,. ,  ,  ^,,  , 


Alg.  SP.  ü.  20 
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ou,  cn  divisant  les  deux  membres  par  h",  reinarquant  que  tous 
les  lermcs  de  tf.(/i,)  contieiment  h  ä  uiie  puissance  au  moins  egale 
an,  el  posant : 


il  vient 


A+A^/^  +  AJ^H-•.^  +AJ?."'__G        C  C„-, 

/i"(ß  -f-  BVi  -f- . . .  +  13^/t^)         /i"  "^  // "-1  "^  "  •  "^    h 


p» 


'  b  +  Ui/1  +  ...-i-Vi,' 

Si  Ton  remplace  ft-  par  la  valeur  (x — a),  le  premier  membie 
de  cette  6quation  devient,  pr6cis6ment,  la  fraclion  propos^e ;  le 
second  se  compose  de  la  somme  des  fraclions  simples 

(a;— a)"~^(a;— a)"-i~^*  *  *  '  (a;  — a)' 

qui  ont  pour  d6nominateurs  les  puissances  {x  —  a),  et  d'une 
fraction  rationnelle  dont  le  d^nominateur  ne  contient  plus  de 
facleur  {x — a).  On  traitera  Celle  fraclion  de  la  meme  maniere 
que  la  propos6e,  pour  en  d^duire  les  fractions  simples  relatives 
aux  aulres  racines,  et  qui  completent  le  d^veloppement. 

288.  Gas  des  racines  imaginaires  Egales.  La  methode  que 
nous  venons  d'exposer  ne  suppose  nullement  que  les  racines 
multiples  de  l'öquation  propos6e  soient  reelles.  On  doit  re- 
marquer  seulement  que,  si  dies  6taient  imaginaires,  on  pour- 
rait,  dans  le  r^snltat,  grouper  les  termes  deux  par  deux,  de 
maniere  h  faire  disparailre  les  imaginaires ;  mais  il  sera  plus 
simple  d'adopter,  dans  ce  cas,  une  forme  de  developpement, 
donl  la  possibilite  r^sulle  du  th^oreme  suivant. 

Theoreme.   Si  le  denominateur  d'une  fraction  rationnelle  -—■ 

'  F(x) 

admct  n  fois  une  racine  imaginaire  (a  +  Ps/ — 0  et  sa  conjuguee 

(a — ßy/ —  l),  en  sorte  que  Von  ait : 

?ix)=ix-o^-P^^iy{x-u+p^~lTF,{x)=l{x-afWTU^h 

QU  pourra  toujours  poscr 

m    /'(^)_      P^  +  Q       ,  A(a^) 

■•  -■     F(d;) "~  [(a;— a)'^+ß^]»"*"  [{x  —  oiy-\-p'f-'b\{xf 

P  ei  Q  etant  des  constanles,  et  fi  (x)  unpolynome  reel. 
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On  a,  en  cffet,  idenliquemcnt,  qucls  que  soient  P  et  Q : 
r.n  /(£)__ A(£) Vx  +  Q         f{x)-{?x+Q)F,(x) 

Or,  on  peilt,  6videmment,  d6terminer  P  et  Q,  de  maniöre  que 
le  numörateur  de  la  deuxieme  parlie  du  eecond  membre  s'an- 
nule  pour  les  hypotheses  : 

a?  =  a  -j-  ß  y/ —  1 ,      a?  =  a  —  ß  \/ —  1 , 

et  seit,  par  consequent,  divisible  par  {x —  a)"^  -j-  ß*. 
Si  Ton  suppose,  en  effet, 

/■(a  ±  ß  y/^^)  =  M  ±  N  v/=T, 
F,  (a  ±  [i  v/^")  =  M'd=  N  V—  1 , 
la  condition  demand^e  equivaudra  ä 

(M  dl  N  v^^  —  [P  (a±  ß  v/^^)  +  Q]  (M'i  N'  \/^T)  =  0 : 

et,  en  ^galant  söparement  ä  z6ro  le  coefticient  de  ^—  1  et  l'en- 
semble  des  termes  röels-,  on  obtiendra  deux  equations  qul  four- 
niront,  pour  P  et  Q,  des  valeurs  reelles. 

Le  numerateur  f{x)  —  (Px-\-Q)fi{x)  etant  divisible  par 
(a;  — a)2-f  ß^,  on  peut  le  repr^senter  par  [{x—aiy-{-fi^\ji{x),  et 
requalion  [2]  devient  alors  : 

f(x)_       Vx  +  Q  (,{x) 

'•''-'     ¥{x)      [{X  -  a)^+  ß-^]"  "^  [{x  —  ay  4-  ß'^]'-'F,  {x)' 

Si  Ton  applique  le  meme  proc6d6  de  di^composition  ä  la  frac- 

/  (x) 
t'onpT J\  J-^n  iLw  \>  on  la  mettra  sous  la  forme 

'^■^^+0.      ,  r,(x) 


[X-  a)-'  +ß^J'-'    ^  [[X  -ay+  ß-^j-M'^  {xy 
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et,  en  conliiiuanl  de  la  iiieme  maniere,  oii  verra  que  la  fraclion 
^rr^peut  se  decom poser  de  la  maniere  suivante  : 

r{x)^ Pa^  +  Q  P..^  +  Q,,         , 


fn-i{x)  ^tant  de  degr6  moindre  que  Fi  (ic),  et  n'ayant  aucun  fac- 
teur  commun  avcc  lui. 

En  rapprochant  ce  rdsultat  de  celui  qui  a  6te  obtenu  (28ä),  on 
oblient  le  theoreme  suivant  : 

289.  Theoreme,  Si  Von  decompose  le  polynome  F{x)  cnfacteurs 
reels  du  premier  et  du  sccond  degre,  en  sorle  que  Ion  ait  : 

F{x)  —  ix  —  ay{x  —  b)K...{x''-{'px-\-qY....{x'^-i-rx-{-s)"', 

onjiourra  decomposer  la  fraclion  ralioimclle—-i-  dela  maniere  sui- 
vante : 

!^  =  FM4--A_   I   ^ L        I      A„-, 

fix)      ''^^''>~^{x  —  ay~^ix  —  ay-''^""'^{x  —  a)  ■ 

,  ß  ,  Bi  ,  ,  ljj3_i 


'  (x-by  '  (x-by-'  '  "•■  '  {x  —  b) 

.        Pa^  +  Q        ,        Pia?  +  Q,  ■   P„-i.r  +  Qn-i 

"*"  {x'  4- px  -{-  qy    '   [X-  -\-  px  -\-qy-^~^""''  {x'  -i-px -\-  q) 

,         Ra^  +  S  .         ,  R,„H^4-Sm-i 


+"-+~r-r 


'   {x' -\- rx -^  s)"'      "-'i     x'^ -\- rx -{- s  ^ 

E  (x)  d^signant  une  partie  eiiliere  qui  pcut  etre  nulle,  et  A,  Ai.... 
Aa-i,  B,  Bi....  Bp_i,  P,  0,  des  constantes  reelles. 

Le  procede,  qui  nous  a  servi  ä  prouver  la  possibilite  de  la  d6- 
composition  donne  aussi  le  moyen  de  reffecluer:  et  Ton  pourra 
l'appliqucr,  pour  former  les  termes  qui  correspondent  aux  fac- 
teurs  du  second  degre  ;  x^-{-px-\-  q,  x^-]-7'x-^s.... 

On  pourrait  demonlrer,  comme  nous  l'avons  fait  (28G),  que 
la  ddcomposilion  en  fractions  de  la  forme  indiqu6e  pr6c6dera- 
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ment  n'cst  Jamals  possible  quc  d'une  sculc  manicre  et  döduire 
de  lä  Uli  moyen  de  trouvcr,  par  la  methodc  des  coefficients 
ind^tcrmines,  Ics  fraclions  qui  repondcnt  ä  uno  racinc  donnöe. 
Mais  nous  supprimons  ces  details,  qui  ne  preseiitent  ni  diflicultö 
m  iiittMßt. 

RESUMfi. 

282.  But  de  ce  chapitre.  —  283.  Gas  oü  le  denominateur  de  lafraction 
ä  decomposer  n'a  pas  de  racines  egales.  —  284.  Transformation  du 
r6suUat  dans  le  cas  oü  il  y  a  des  racines  imaginaires.  —  28li.  Gas 
des  racines  egales.  —  286.  La  decomposition  sous  la  forme  prece'- 
dente  n'est  possible  que  d'une  seule  maniere.  —  287.  Methode  pour 
calculer  les  coefficients.  —  288.  Gas  des  racines  imaginaires  egales. 
—  289.  Theoreme  general  qui  rösulte  de  la  theorie  exposee  dans  ce 
chapitre. 

EXERCICES. 

L  Si  (f{x)=0  est  une  'öquation  de  degre  n,  et  a,  b,  x...,  k,  l  ses  racines, 
ona,  pour  toute  valeur  de  p  plus  petite  que  {n  —  1)  : 

On  s'appuie  sur  la  decomposition,  en  fractions  simples^  .le  la  fraction  ^— - 


IL 


IIL 


IV. 


(X) 

3  +  2.1;  ^  ^ 


(2a;— 3)(5.r  — 4)      2^;  — 3     o.r  — 4 


6 


a;2+lla;  +  3J     x  +  6     x  +  b 

X I X — a 

a^  —  a; '     3a  a— a;j      'Sa{x'^-\- ax -\- a-)' 


'         '     +:     ' 


!r(a;+l)(.ri-2)      2x     a;+ 1  '  2^a; +  -J)" 


V,.  ._i+JiL_=_i^,^,+  ■■•-' 


VIL 


a^-c  — l)(-i'--+  1)  ■'•     '^(■'•— 1)      2(a--f  1 

3  -I-  a;  _      8 1_ 

(.1  — a-)-"!:.  — a-)-      b—x' 


5  +  n.t  —  2.r-  _  _        17  <i 1 

V'"-  (3+2T/     "~      2(3  +  2x)3'*'(3+2a;)-^      2(3 +2x)* 
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2  + ix  14 


IX. 


(4— a;)3      (4— a;)3      (4— .t)^" 
l+x  +  x'  +  ix^_l  17+18^      1         8  + 15a; 


{\—x  +  bx']^-      25      (1  — a;  +  5a;')-^     25      1— a;  +  5a;2" 
XI^  _i 1    (      V2+a;     "^        v/2-a;      )    . 

j^jj  70  —  1 14a;  +  143a;'  +  IQTa;^  +  46a:'  +  8a; 

(7+a;)(H-a;)^ 

7  +  a;^(l  +  af  ^  (1  +  a;)3^  1 +a; 


CHAPITRE   II. 

SUR  LES  EXPRFSSIOIVS  IMAGIIVAIRES. 

§  I.  Galcul  des  expressions  imaginaires. 

290.  BUT   DE    l'iNTRODUCTION    des    EXPRESSIONS    IMAGINAIRES 

DANS  LE  CALCUL.  La  F^solution  des  ^qualions  du  second  degr6 
conduit,  dans  cerlains  cas,  ä  des  expressions  qui  n'ont  auciine 
valcur  numerique,  et  qui  renferment  Tindication  d'opcrations 
impossibles  ä  effectuer.  G'est  dans  un  butdegeneralisalion,  que 
l'on  a  et6  conduil  ä  employer  ces  expressions  imaginaires.  Nous 
avons  vu,  par  exemple,  qu'en  les  adoptant,  on  a  i'avantage  de 
pouvoir  6noncer,  sans  restriction ,  des  th^oremes  lels  que  les 
suivants  : 

Toute  ^quation  du  second  degr6  a  deux  racines. 

Dans  toute  6qiiation  du  second  degre,de  la  forme  x^-\-px 
-[-</=:  0,1a  somme  des  racines  est  egale  au  coefficient  du  se- 
cond terme,  pris  en  signe  contraire ;  et  leur  produit  est  6gal  au 
tcrme  tout  connu. 

Ces  avantages,  qui  dans  le  cas  que  nous^citons,  sont  ä  peu  pres 
insignifiants  dcvicnnent  tr6s-importants  dans  la  theorie  gene- 
rale des  equations. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  aussi  ßtre  introduites 
ulilemenl  dans  la  Solution  de  quelques  questions,  comme  nous 
le  inonlrerons  dans  ce  chapilre. 

291.  Definitions  et  Conventions.  On  donne  le  nom  d'ex- 
prcssion  imaginaire  ä  unc  exprcssion  de  la  forme  a-\-\/  —  K 
—  K  dösignant  un  nombre  n^galif.  y/-^  K  n'est  pas  un  nombre, 
en  CO  sens  qu'il  ne  peut  servir  de  mesure  ä  aucune  grandcur; 
niais  11  peut  ligurer  utileinent  dans  les  calculs ,  d'apres  cette 
condition  que  son  carre  soll  toujours  remplace  par  —  K.  Si  l'on 
appliquc,  en  outrc,  aux  nombr3S  imaginaires  toutes  les  regles 
demonlrees  gcneralcmenl  [)0ur  les  nombres  reels,  les  Opera- 
tions relatives  ä  ces  nombres  seront  sufllsanunent  döfinies,  et 
fouriiiront  toujours,  comme  on  le  verra,  des  resultats  demöme 
forme  qu'eux. 
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202.  Type  de  l'expression  imaginaire.  —  K,  etant  n6galif, 
peut  etre  represente  par  un  carre  pris  en  signe  contraire,  —  b^- ; 
le  type  d'une  expression  imaginaire  devient  alorsa  +  v'— 6^ 
que  Ton  ecrit  souvent : 

a-\-b  \/^^. 

Remarque.  On  subslitue  ä  \J—b^  l'expression  b  sj—  1,  en  vertu 
de  la  Convention  faite  plus  haut  :  appliquer  aux  nombres  imagi- 
naires  toutes  les  regles  demontrces  generalement  pour  des  nombres 
recls.  En  el'fet,  — fc*  peut  etre  considere  comnie  le  produil 
b^~X{ — 1):  et,  en  vertu  d'une  regle  dcmonlree  generalement 
pour  les  nombres  recls,  on  peut  faire  sortir  le  facteur  b^  du  ra- 

dical. 

»■  ■ 

■293.  Expressions  imaginaires  conjuguiees.  Quels  que  soient 
les  nombres  reels  a  et  b,  l'expression  imaginaire,  {a-\-b  \J —  l), 
est  la  racine  d'une  equation  du  second  degre, 

La  seconde  racine  de  cette  equation  est,  comme  on  le  voit  faci- 
lement,  a  —  b  \J —  1. 

Les  deux  racines  {a-\-b  y/ —  l)  et  (a  —  b  \J —  l)  se  nomment 
ces  expressions  imaginaires  conjuguccs  :  leur  somme  est  reelle  et 
egale  ä  2a  et  leur  produit  egal  ä  (a"^  +  b-). 

294.  Püissances  de  \/ —  I.  Dans  les  calculs  que  Ton  effectue 
surles  expressions  de  la  forme  (a  +  ^  \/—  l),  on  applique  (291) 
ä  ces  expressions  toutes  les  regles  du  calcul  alg6brique,  en  op6- 
rant  comme  si  y/ —  1  etait  un  nombre.  Quelques  geomelres  re- 
presententce  Symbole  par  une  lettre  i;  et,  dans  les  r^sultats, 
ils  remplacent  i^  par  —  1  :  les  püissances  successives  de  i  ou 
v/ —  1  se  trouvent  par  Ik  determinees  :  car  on  a  : 

{^^^y=i'=i^^i=  —  i=  —  ^zr[^ 

{\/^y  =  i'  —  i'Xi  =  i  =  \/^^; 
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Ol  aiiisi  de  siiite.  Oii  a,  en  genöral,  n  designant  un  iiombre 
entior : 

(v/^^)''"+-  =  i'"'  X  P=i}=—  1 , 
(^171  j '...+3  :=  ji»  X  i' =  i»  ==  —  v/ =ri . 

Tontes  ces  Conventions  sont  nßcessaircs,  si  Ton  veiit  pouvoir 
appüijuer  aux  calculs  falls  sur  les  expressions  imaginaire-^,  Ics 
reglos  generales  relatives  aux  nombres  reels.  Ellas  permeltent 
de  demontrer  le  theoremc  suivant,  qui  est  fort  important. 

20o.  Produit  des  expressions  imaginaires.  Theoreme.  Sl  Con 
considere  unnombre  quclconqae  (V expressions  imaginaires, 

que  Von  effeclue  leur  produit  d'apres  les  regles  de  la  multiplicalion 
algebrique,  en  remplacanl  les  puissances  de  <J —  1  par  les  valeurs 
indiquees  plus  haut ;  quel  que  sott,  Vordre  dans  lequel  on  opere,  le 
resultat  sera  idenllquement  le  merne,  cest-ä-dire  que  Von  obliendra 
lamemepartie  reelle  et  le  meme  coefßcient  reelpour  \J —  i. 

Si  noiis  rcmplagons,  en  effet,  sj —  1  par  i,  on  sait  que  le  re- 
sultat sera  identiquement  le  meine,  quel  que  soit  l'ordre  que 
Ton  adople  pour  les  niiilliplications  successives;  et  que  les  eoef- 
ficienls  des  meines  puissances  de  i  auront,  dans  lous  les  cas, 
les  mßmes  valeurs.  Si  donc,  dans  les  polynonies  idenliques,  on 
remplace  les  puissances  de  i  par  les  valeurs  indiquees  plus  haut, 
savoir  :  i*"  par  1,  i*"+*  par  y/ — 1,  i*.""^*  par — 1,  1*"+'  par —  ^^—i, 
les  resullats  ne  sauraienl  etre  difT^rents;  or  il  est  tont  ä  fait  in- 
different de  remplacer,  ä  la  fin  du  calcul,  chaqiic  puissance  de  i 
par  sa  valeur,  ou  de  faire  successivement  les  subslitutions  apres 
cliaque  Operation  partielle  :  car  ces  subslitutions  se  r^duisent 
tonlos  ä  remplacer  le  produit  de  deux  factcurs  c'gaux  ä  i  par  le 
facteur —  1 ;  et  peu  importc  qu'on  le  fasse  en  une  iois  ou  suces- 
sivement. 
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21)6.  Application.  Nous  donnerons  immödiatement  une  ap- 
plication  du  th^oreme  prec^dent. 
Considerons  le  produil : 

P  =  (a  +  &  y/^^)  (c  +  d  v/=T)  {a  —  b  \/^)  {c—cl  v/^^)*, 
si  on  multiplie  les  deux  premiers  facteurs,  on  trouve  : 

et,  en  iTiultipliant  les  deux  derniers,  on  trouve  : 

(a  — ö  y/ITT)  [c—  d  \/^)  =  [ac  —  bd)  —  {ad-\-bc)  y/^; 

cn  Sorte  que  l'on  a  : 

V=\[at  —  bd)  +  {ad  +  bc)  sj^^\  [{ac  —  bd)  —  {ad -\-bc) \J'^-i'\ , 

ou,  en  effectuant : 

'P  =  {ac  —  bdf-\-{ad-{-bc)\ 

D'un  autr.j  cöl6,  en  mullipliant  le  premier  facteur  par  le  troi- 
sieme,  et  le  second  par  le  quatrieme,  on  a  : 

(a  +  b  y/ —  f)  {a—  b  v/^)  =  a^H-  6^ 

(c  +  t/i/ ^)  (c-  d  y/^)  ^  c'  +  f/'^; 

donc:  P=(a-+62)(c^-f  rf'^}; 

cc  qui  donne  la  formule  : 

(a^  +  b'')  {c"  +  d^)  =  {ac — bdf  +  {ad  +  &c)% 

laquelle  est,  du  reste,  extremement  facile  ä  verifier. 

g  II.  Introduclion  des  lignes  trigonometriques  dans  les  expressions 
imaginaires. 

297.  Forme  nouvelle  de  l'expression  imaginaire,  Les  ex- 
pressions imaginaires  peuvent  se  meltre  sous  une  forme  parti- 
culiere,  qui  simplific  souvent  les  calculs  auxquels  on  doit  les 
soumeltre. 
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Seit  l'exprossion  a-\-b  y^—  l; 

si  Ton  pose  : 
[1]  a=pcoscp,      6  =  psincp,  [2] 

on  pourra,  quels  que  soient  a  et  b,  trouver  pour  p  une  valeur 
positive,  et  pour  cp  une  valeur  moindre  que  2Tt,  qui  satisfassent 
h  ces  deux  öqualions;  11  suflira  de  prendre  : 

[3]  p^-  =  a'  +  b\         timg9==^.  [4] 

Les  6quallons  [3]  et  [4]  se  deduisent,  en  effet,  des  6quations 
[1]  et  [2],  en  ajoutant  leurs  carr6s,  et  en  les  divisant  membre  ä 
membre. 

Rt'ciproquement,  si  p  et  (font  les  valeurs  indiquöes  par  les 
6quations  [3]  et  [4],  on  aura  : 

1  1  n 

COScp  = 


sinip: 


±v/l  +  '<l"o^? 

V'+l 

±  s/ii'  +  a' 

tang9 

b 

a 

b 

d=v/l-htang-^9 

»■  p, 

dzv/6-^-|-a^' 

lagant  v'ö'^+a^  pa 

a 
cos  9  =  -^, 

±p' 

b 
sm9=^p; 

a:—zhp  cos  9, 

6  =  ±:p  sin© 

» 

c'est— dire 

ce  qui  coincidera  avec  les  6quations  [1]  et  [2],  si  Ton  a  soin  de 
prendre  pour  9  celui  des  deux  anglcs  qui,  ayant  pour  tangente 

-,  a  son  sinus  de  möme  signe  que  p. 

D'aprCis  ce  qui  precede,  une  expression  imaginaire  (g  -\  by/^) 
peut  toujours  se  mettre  sous  la  fo'rme 

p  (cos  9+  y/—l  sin  9), 
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et  ne  peut  6viclemment  s'y  mellre  que  d'une  scu^e  muniere, 
(p  devant  etre  positif  et  cp  moindrc  que  2Tr). 

p  se  nomme  le  module  et  <p  Vargument  de  cette  expression 
imaginaire.  Nous  allons  voir  qu'il  y  a  im  avantagede  simplicite 
ä  mettre  les  expressions  imaginaires  sous  cette  forme. 

298  MULTIPLICATION  DES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES.  Soit  ä  mil- 

tiplior  les  deux  expressions  : 

p  (cos  cp -|- v/—  1  sin  cf),     p'(cos  cp'+y/ — l  sincp'). 

Ell  cflecliiant  le  produit,  et  en  remplagant  seulement  le  carrö 
de  y/— 1  P'ir —  1,  on  trouve  : 

pp'  [cos 9  cos  cp'  —  sin  9  sin  o'  -\-  \J —  1  (cos  cp  sin  cp'  -\-  sin  cp  cos  cp')] 

=  pp'  [cos  (cp  +  cp')  +  y/^  sin  (cp  +  cp')]. 

Par  consequent,  pour  multiplicr,  l'une  par  l'autre,  dcux  expres- 
sions imaginaires,  il  faut  multiplicr  les  f)iodules  et  ajouler  les  ar- 
guments. 

La  regle  pr^cedente  permet  övidemment  de  faire  le  produit 
d'un  nombre  quelconque  d'expressions  imaginaires. 

299.  Division  des  expressions  imaginaires.  Pour  diviser, 
Vune  par  l'autre,  des  expressions  imaginaires,  il  suffit  de  diviser 
les  modules  et  de  retrancher  les  arguments.  On  a  : 

p(cnso-|-v/ — I  sin  cp       -p  ,         ,    ,     , — -    . 

_L^i \ — '  '- =  -,  [cos  (;&  — c&')  +  \/ — 1  Sm    CO  —  co')]. 

p(cos'i/  -j-V  — 1  sni  cp'      P 

En  effet,  celte  6galit6  devient  evidente,  si  l'on  chassc  le  däio- 
minaleur,  et  que  Ton  effeclue  la  mulliplication  du  second  mem- 
bre,  d'apres  la  regle  donnee  precederament. 

500.  PaissANCES  d'une  expression  imaginaire  :  gas  oi^  m  est 
ENTiER  ET  POSITIF.  Si  l'on  supposc  quo  les  expressions  ä  multi- 
plicr deviennent  toutes  egales  cnlrc  elles,  les  tbeoremes  pröcö- 
dents  prouvent  que  : 

La  puissance  entiere  d'une  expression  imaginaire  apour  module 
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la  puissance  correspondanle  du  modide,  et  pour  argumcnl  le  pro- 
duit  derargumentpar  riiidlce  de  la  pui&sance.  Aiiisi  l'on  a  : 

[1]      [p(cos5p  +  v/— 1  sin  ©)]"'=  p'"  (cos  W!p+ s/—^  sin ?ncp). 

Gelte  formule,  dueä  Mowre,  Ircs-importante  en  analysc,s'etencl, 
commc  nous  allons  le  faire  voir,  au  cas  oij  m  dcsiguc  uii  norn- 
hrc  fraclionnaire  ou  neffalif. 


y  soit  rcmplace  par— ,,  m'  elant  entier,  il  s'agit  de  montrer  que 


501.  Gas  oü  m  est  Fractionnaire.  Supposons  d'abordquew 
soit 
Ton  a  : 

J-         -L    , 

[2]        p(cosco-t-v/ — lsinxi)J    =0      cos-^4- v^— 1  sin  ",  . 
j      i  r  \        .11  ,/j         >      y^       rn  m  J 

Pour  verifier  cctle  6galite,  elevons  les  deux  membres  ä  la 
puissance  m'  :  le  premicr  donnera,  evidemment,  pour  resuUat, 
P  (cos-j-cpv^ — 1  sincp);  et  la  regle,  doniiee  pour  les  puissances 
enticres,  montre  qu'il  en  est  de  meme  du  second. 

Remarqus.  Gos  cp  et  sin  'd  ctant  donnes,  cos  -^-  et  sin  •^,  ne 

VI  m 

sont  pas  conipletenient  dölcrniines;  iis  restent  susceptibles 
de  plusieurs  valeurs  distinctes.  II  en  r^sulte  aussi  des  valeurs 
distinctes  pour  l'expression 

[  p  (cos  cp  -f-  v/—  1  sin  cp)]'"' j 

ce  qui  est  conforme  aux  principes  indiques  dans  la  Ihöorie  des 
equations. 
Si  nous  consid6rons  maintenant  le  cas,  oü  l'exposant  m  est 

771/ 

remplac6'par  une  fraction  — ,  il  faut  prouver  que  : 

IV 

[3]      [p(coscp+v/^Tsin  cp',r'=:p"  (|cos-^^  +  v/-lsin^-^V 

En  eilet,  Clever  une  expression  ä  la  puissance  — ,  c'est,  pard6- 

(inilion,  en  prcndrc  la  ra^ine  n"'",  puis  ölever  le  resultat  ä  la 
puissance  ?n"'".  Or,  les  forr.iulcs  [1]  et  [2]  pcrmeltent  de  faire 
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successivement  ces  deux  Operations;  et  Ton  est  ainsi  conduit  ä    ' 
la  formule  [3], 

302.  Gas  oü  m  est  negatif.  Supposons  enfiti  quo  m  ait  une 
valeur  negative  —  m' ;  il  faut  prouver  que  Ton  a  : 

[p(cos^  +  v^^^  slncp)]-'»'=p-'"'  [cos(— ?)i'cf)  +  \/^sin(— m'cf»)]. 

Pour  cela,  remarquons  que,  par  detinition  : 

[  p  (cos  cp  +  v'—  1  sin  cp)]""*'  =  • 


[  p  (cos  9  +  V^ — 1  sin  cp)]" ' 

1 1 

[p  (coscp-f-y/ — 1  sincp)]"*      p"''(cosw'cp-|-v^ —  1  sin?n'cö) 

puisque  m'  est  positif  (300);  mais  on  a  : 

!____ cos0  4-v/^sinO 

p"''(cosw'cp-}-v'—  A  sin??i'cp)]      p'"'(cos??i'cp-}-  v^—  ^  sin?H'^) 

=  p-'"'  [cos  (— m'cp)  -|-  y/  —  1  sin  (— w'cp)] : 
ce  qu'il  fallait  demontrer. 

§  III.  Applications. 

Nous  indiquerons  quelques  applications  des  formules  pr6ce- 
dentes. 

303.  Theoreme.  Tout  trinome  de  la  forme  x*  + 1^-^^"!"  ^  ^stde- 
composable  en  deux  facteurs  reels  du  second  degre. 

Posons  x^=z.  Nons  distinguerons  deux  cas  ; 

l"  Supposons  que  r^quation  du  second  degr6, 

ait  deux  racines  reelles  a  et  ß;  on  aura  : 

-2'+PS-f-5  =  (2-~a)(2— ß); 
ül,  par  suile  : 

x''  -\-  px-  -\- q  =  (a;^  ~  «)  {x"^  —  ß)» 
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2°  Supposons  que  reqiiation  du  sccond  degrö, 

ait  deux  racines  imaginaircs,  «  -f  ß  v' —  ^  >  a  —  [i  y/ —  l ;  on  aura  : 
et,  par  suite : 

[1]     x''-\-px^-\-q-={x''—<x  —  fis/^)  (a;2_a  +  ßv/^^); 

ce  qui  peut  s'^crire  : 


x'  -^px''-}-q  =  {x—  \/oL-\-p  \J—  0  {x  +  V'«  +  ß  y/—  i). 
X  (a;  e_  Va-ß\/^"i)  (^+  Va— ßv/^Ti). 

Puis,  en  posant : 

a-f-ßy/ — 1  =  p(cOScp-|- y/ — Isillcp)', 
a — 3  \J — 1  =•  p  (cos-^ —  \l — 1  Sillcp), 
et,  par  suilc  (292), 

\/«  +  ß  \/^  =  v/p  (cos|+  v/~  sin0, 

y/a— ß  y/ZTl  =  ^-^cos|  — v/=^l  sin  |  j, 

ilvient: 

x''-\-px'^-\-q 

=  [a;— v/p"(cos|+v/=^sin|^J|^a;  +  v/^(cos|  +  v/~l  sin|)  J 

X  l^a;— v/^(cos|— v/=Tsin?)j  |^a;-f-v/p"^cos|— y/^siii  |j  j 

Oll,  cn  r^imissant  le  premier  et  le  troisi^me  facteur,  et  le  second 
et  le  quatri^me,  qui,  6videinment,  sout  conjugu6s  : 

x''-\-px'^-\-q 
=  [(a^-s/p"cos|^  +psiii'^y  |^(^j;  +  V^^cos|j  +psin'||; 


320  .  APPENDICE. 

ctle  Irinomc  est  ainsi  decompose  en  deux  facteurs  rdels  du  se- 
cond  degre. 

504.  Probleme.  Exprimer  cos  nicp  et  sin  mcp  en  fonclion  de 
cos  cp  et  de  sin  cp. 

On  a  : 

(cos9-|-\/  — 1  sincp)'"  =  cos  wcp4-  v/HTTslnrnto 

en  döveloppant  le  premler  membre  par  la  formulc  du  binome, 
et  en  egalantleresultatau  second  membre,  c'esi-ä-dire,  en  ecri- 
vant  que  les  parties  reelles  sont  egales,  ainsi  quo  les  parlies 
imaginaires,  on  a  : 

m(m — 1)  „    .  „ 

cos?n9=cos'"(p ~- — <■  cos^-'cpsm^cf» 

,  m(m — l)(w— 2)(m— 3)  ,     .  ,     , 

+ 1.2.3.4      ^COb-^cpsin^cp-h..., 

smwcp=7?icos'"~"*cpsmc& ig"-^ ■  cos'"+'cpsm'cp-l-.... 

505.  Probleme.  Evalucr  \'"-\ en  fonclion  dex-{ — . 

'    X"'        '  '    X 

Posons:  a;  =  coscp4-\/ — isincp; 

et,  parsuile:  -  =  coscp  —  \/ — Isincp; 

CO 


on  en  tiie,  d'unc  pari : 
et,  de  l'autre  : 


x4--  =2coscp; 
X  ^. 


x^  =  cos  m-^  -j-  v^ —  1  sin  )?icp, 


-_  =  cos  wicp  —  v/ —  1  sin  ?ncp ; 

'JU 


d'oü  l'on  conclul : 


X'"  -|-  —  — .  2  COS  ??lcp. 
cc 
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Ainsi,  la  formule,  qui  donne  coswi^  en  fonclion  de  cos<p,  pcr-< 

x"*  1 

incUra  de  calculer — - —  en  fonction  de  a;-|--. 
2  '  X 

Remarque.  Pour  obtenir  la  formule  demand^e,  nous  avons 
suppos6  ä  X  une  valeur  imaginaire 

x  =  cos'D-\-\/ — Isiiicp; 

le  rdsultat  est-il  suftisamment  6tabli  pour  une  valeur  reelle 
quelcoiique  de  a;?  Pour  dömontrer  que  la  formule  est  generale, 
il  faut  remarquer  que,  si  Ton  chasse  les  d^nominateiirs,  eile  est 
de  degr6  2m;  et  l'on  sait,  par  la  th6orie  des  equations,  qu'elle 
doit  alors  6tre  identique,  si  eile  a  lieu  pour  plus  de  2m  valeurs 
reelles  ou  imaginaires  de  la  variable. 

Rtsmst. 

200.  On  rappelle  que  les  expressions  imaginaires  se  sont  introduites 
dans  un  but  de  generalisation,  dont  l'importaBce  devientplus  grande 
encore  dans  la  suite  da  l'algebre.  —  291.  Une  expression  imagi- 
naire, n'etant  la  mesure  d'aucune  grandeur,  n'est  pas  un  nombre  • 
mais,  ä  l'aide  de  Conventions  convenables,  eile  peut  figurer  utile- 
ment  dans  les  calculs.  —  292.  Ln  a  Ttiabitude  de  donneraux  expres- 
sions imaginaires  la  forme  la-\-b\/—l).  —  293.  Toute  expression 
imaginaire  est  racine  d'une  equation  du  second  degr6 ;  l'autre  racine 
se  nomme  expression  conjuguee.  —  294.  Puissances  successives  de 
v/ — 1.  —  29ä.  Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  change  pas, 
quand  on  intervertit  les  facteurs.  —  29G.  Application  du  theoreme 
precedent  k  la  demonstration  d'une  formule  d'alg^bre  entre  nombres 
reels.  —  297.  Expression  trigonometrique  des  expressions  imaginai- 
res; definition  du  module  et  de  l'argument.  —  298.  Produit  de  deux 
expressions  imaginaires.  —  299.  Quotient  de  deux  expressions  ima- 
ginaires. —  oOO.  Puissances  enti^res  d'une  expression  imaginaire. 
—  501,302.  Extension  du  resultat  obtenu  au  cas  d'un  exposant 
Jraclionnaire  ou  negatif.  — 303,  304,  30i>.  Application  des  formules 
precedentes  ä  quelques  rösultats  qü  ne  figurent  plus  que  des  quan- 
tites  reelles. 

Alg.  SP.  B.  21 
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EXERCICES. 

I.  Demontrer,  sans  avoir  recours  ä  des  expressions  trigonometriques,  que 


v/a  +  bv'— 1 
est  la  forme  P  +  9  V*— 1  • 

On  applique  une  methode  analogue  ä  celle  qui  est  exposee  (I,  217). 
II.  Trouver  las  racines  reelles  ou  imaginaires  de  Tequation 


2x^x—'6xt/-—20. 


On  trouve 


--^Vl^-- 


III.  n  dösignant  un  nombre  impair  premier  avec  3,  (x  +  tj)" — a;"  — y"  s'an- 
nule  pour  x=y  I —^ I . 

On  applique  la  formule  de  Moivre  (300). 

IV.  Rösoudre  l'equation 

a;6 — 2a;'  cos  9+  1=0. 

On  trouve  2  valeurs  pour  a;',  et  l'on  en  tire  6  valeurs  pour  a;,'en  remplagant 
<f  par  tous  les  arcs  qui  ont  le  meme  sinus  et  le  möme  cosinus. 

V.  Quelles  sont   les  expressions   imaginaires,    dont  la  puissance  m""   est 
r6elle  ? 

On  trouve  :  r  |  cos  ■ \-  \J — 1  sin  —  ) . 


/       2/f7r  ,     ,— - 

r  I  cos  ■ L  •/ — 1 

\        ''^     . 


VI.  Trouver  une  expression  imaginaire,  dont  le  cube  soit  egal  ä  l'unite.  II  en 
existe  deux  dont  chacune  est  le  carre  de  l'autre. 

On  trouve  :  ~        ^~  . 

2 

VII.  En  nommant  a  l'expression  dont  le  cube  est  egal  ä  l'unite,  verifier  la 
formule  ; 

{a  +  b  +  c){a  +  ba.  +  ca})ia  +  ba?+ca.)  =  a^  +  ¥  +  c^  —  3abc. 

Ou  effectue  les  calculs  indiques. 

VIII.  Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  imaginaires  est  plus  pötit 
que  la  somme  de  leurs  modules  et  plus  grand  que  leur  diff6rence. 


GIIAPITRE  III. 

IIESOLUTION  DES  EQUATIO.^S  DU  TROISIEMJE  DEGRE. 

,  §  I,  Formules  g6n6rales  pour  la  rösolution  des  equations 

du  Iroisieme  degrö. 

506.  Reduction  de  l'eqüation  generale.  Soit  l'^qualion  du 
troisi^me  degr6 : 

Posons  x  =  x'-\-h; 

eile  dcviendra: 

^{x'  4-  h)  =  <f  (/i)  +  a;'cp'  (h)  +  ^  ^"{k)  +  ^  f{li) ; 

et,  si  nous  posons :  <i/\h)  =  0, 

c'est-ä-dire  6/i-|-2a-— 0,    ou    h=.-~Za, 

l'eqüation  en  x'  ne  contiendra  pas  de  terme  en  x'*,  et  sera  de  la 
forme 

[2]  x'^J^px'^q  —  Q. 

G'est  sous  Gelte  derniere  forme  qiie  nous  etudierons  l'eqüation 
du  troisieme  degre,  en  supprimant  l'accent  de  ia  lettre  x. 

o07.  Resolution  de  l'eqüation  a;*  =  1 .  Nous  commencerons 
par  traiier  l'eqüation  plus  simple 

[1]  x^  =  \. 

L'une de ses  racines est, 6videmment,  x=\. Pour avoir  les  deux 
autres,  öcrivons  la  propos6e  sous  la  forme 

ic^"— 1  — 0, 
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et  divisons  le  premier  membre  par  {x — 1);  nous  obliendrons  i^^ 

x''-\-x-\-\=0, 

dorit  les  racines  sont :    x  =  — '^^J- . 

2 

L'unite  a  donc  une  racine  cubiquc  reelle,  cgale  ä  1,  et  deiix 
racines  cubiques  imaginaires ;  dans  ce  qui  va  siiivre,  nous  re- 
presenterons  l'une  de  ees  dcrniöres  par  la  letlre  a;  l'autre  sera 
a^,  comnie  on  peut  facilement  le  veritier : 


{^^) 


__  1— 2^/— 3  — 3  _  —  1  — y/— 3 
~"^  4  ~  2  ' 


II  est  clair,  d'ailleurs,  que,  si  Ton  a : 

«^  =  1, 

on  a  aussi :  a^=  1 ,     ou    (a^)'  =  1 ; 

donc  a^  doit  etre  racine  de  l'^qualion  [1],  toutes  les  fois  que  a 
y  satisfait  lui-ni6me. 

508.   Resolution  algiSbrique  de   l'equation   du  troisieme 
DEGRE.  Reprenons  acluellemenl  reqiialion, 

[1]  x^-\-px-\-q  =  0, 

ä  laquelle  peut  se  ramener  (506)  toute  ^qualion  du  troisieme 
degre ;  posons,  pour  la  r^soudre : 

x=y+z; 
eile  deviendra : 

ce  que  Ton  peut  6crire : 

y  et  z  6tant  assujeltis  ä  la  seule  condition  d'avoir  pour  somme 
la  racine  cherch^e  x,  nous  pouvons  ^tablir  entre  elles  une  rela- 
tion  arbilraire,  et  poser 

[2]  -iyz-i-p^O; 
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r^qualioii  devient  alors : 

[3]  y'-^z'  +  q  =  0. 

Or,  on  r^soudra les  ^quations  [2]  et  [3],  en  remarquant  qu'elles 
fönt  connaitre  la  somme  et  le  produit  des  quanliles  y^  et  s*;  on 

a,  en  eflfet: 

?y'  et  z^  sont  donc  les  racines  de  requation, 

et,  par  consßquent,  ces  deux  quantitös  sont  respectivernent : 


On  en  deduit : 


2"^  V   4    '27'  2       V  4        27* 

it: 

309.   NOMBRE  DES  RACINE^  FOURNIES  PAR  LA  FORMULE.  La  fOF- 

inule  pr6cedente  exige  quelques  cxplications.  Un  nombre  quel- 
conquc  A  a  trois  racines  cnbiqucs,  puisque  l'equalion  x^  =  X 
admet  nöcessairement  trois  racines.  Pour  obtenir  ces  trois  ra- 
cines, il  suITit  d'en  connaitre  une  seule,  et  de  la  multiplier  suc- 
ccssiveinent  par  a  et  par  a^;  ce  qui,  6videinment,  ne  change  pas 
son  cube  (507). 

D'apres  cela,  la  formule  [4]  qui  donne  la  valeur  de  x,  semble 
fournir  neuf  Solutions;  car  chaque  radicaj  a  trois  valeurs,  et 
rien  n'indiquc  la  dependance  ä  etablir  enlre  elles.  On  doit  re- 
marquer  pourtant,  que  celte  dependance  existe;  nous  avons,  en 
effel : 

[2]  y'=-l' 

le  produit  des  deux  radicaux  doit   donc  etre  reel  et  egal  ä 

V 
~3* 
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Soient,  d'apres  cela,  A  et  B  deux  valeurs  des  racines  cu- 
biques  remplissant  cette  condilion;  de  teile  sorte  que  l'une  des 
racines  de  l'^quation  proposee  soit : 

les  valeurs  de  y  et  de  z  sont,  outre  A  et  B : 

«A,  a^A, 

aB,  a'-B; 

et  11  est  clair  que,  le  produit  AB  etant  reel,  les  seules  combi- 
naisons  qui  puissent  6galement  donner  un  produit  r6el,  sont : 

ajj  =  aA -f^  a^B, 
a;3  =  aB4-a^A; 

et  le  nombre  des  Solutions  se  rMuit  ä  Irois,  comme  cela  devait 
ölre. 

g  II.  Conditions  de  realite  des  racines  del'equation  x'+poj  +  ^  +  O. 

510.  Examen  des  gas  qui  peuvent  se  presenter.  On  peut 
rcmarquer  d'abord  que  les  equalions 

(x'-{-px-\-q  =  0, 
{x^-\-px  —  q  =  0, 

i 

ont  leurs  racines  egales  et  de  signes  contraires;  car,  si  l'by- 
polhese  x=a.  verific  l'une,  rhypolhese  x^  —  a  salisfera  ä 
i'aulre. 

D'apres  cela,  nous  nous  bornerons  ä  cbercher  dans  quel  cas 
r^quation 

[1]  x^  -\-px-{-q  =  0 

peut  admettre  trois  racines  reelles,  q  d^signant  un  nombre 
positif. 

La  regle  de  Descarles  nous  apprend  tout  d'abord,  qu'il  faut 
n^cessaircment  que  p  soit  nägalif.  S'il  en  ctait  autrement. 
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r^quatioii  [1]  n'aurait,  en  el'fet,  aucune  Variation;  et  la  trans- 
form6e  en  —  x 

—  a;'  —  px-^q  =  0 

n'en  aurait  qu'une  seule.  L'^quation  auraif,  par  suite,  une  seule 
racine  negative,  et  n'aurait  pas  de  racines  positives. 

511.  CoNDiTioNs  DE  REALiTE.  ExaniinoHs  donc  le  seul  cas  oü 
p  est  n6gatif.  L'öquation  a  alors,  d'apr^s  la  regle  de  Descartes, 
une  seule  racine  negative;  eile  peut  avoir  deux  racines  positives, 
ou  n'en  pas  avoir  du  tout.  Ce  sont  ces  deux  cas  que  nous  vou- 
Ions  distingucr. 

L'^quation  proposee  peut  s'6crire : 

q  =  —  x^  —  px  =  X  { —  p  —  x^), 

p  6lant  un  nombre  positif. 

Si  X  varie  de  0  ä  \/—p,  le  produit  x{—p  —  x^)  est  d'abord  nul; 
il  augmente  jusqu'ä  un  certain  maximum;  puis  il  diminue,  et 
redevient  nulpour  a;  =  v/— p.  Si  donc  le  maximum  surpasse  q, 
il  y  aura  deux  valeurs  de  x,  pour  lesquelles  ce  produit  sera  egal 
k  q;  ei  l'^qualion  aura  deux  racines  positives,  moindres  que 
\/—p.  Si  le  maximum  du  second  membre  est  moindre  que  ^, 
l'ögalite  est  impossible  pour  los  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et 
y/ — p,  et,  par  suite,  pour  loutes  les  valeurs  positives  de  x;  cur  le 
second  membre  deviendrait  nögatif,  si  x^  6tait  plus  grand  que 
—  p.  S'il  arrive  enün,  que  le  maximum  du  second  membre  soit 
precis6ment  egal  ä  q,  l'egalite  ne  pourra  avoir  lieu  que  pour  une 
seule  valeur  de  x;  et  les  deux  racines  deviendront  egales, 

La  condition  de  realil6  des  trois  racines  s'obtiendra  donc  en 
cherchant  le  maximum  de 

x{—p  —  x'), 

et  en  ^crivant  qu'il  est  moindre  que  q.  Or,  ce  maximum  cor- 
respond  ä  la  valeur  de  x  qui  rend  la  derivee  egale  ä  z6ro,  et  qui 
salislait,  par  suite,  ä  reqiialion  : 

— ;;  — 3.i;'  =  0, 
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Pour  celte  valeur,  l/  — |,  le  produit  x{—p—x'^),  devient  : 


la  condition  de  r^alite  des  trois  racines  est  donc  : 


V        27' 


Oll  4i3'+279^<0.    • 

II  fallt  en  outre,  comme  on  l'a  vu,  que  p  soit  n^gatif;  mais  cette 
condition  est  6vldemnient  nöcessaire  ä  l'exactilude  de  l'in^ga- 
lil6  pr^cedenle;  et  il  est  inulile  de  la  menlionner  ä  part. 

512.  Resume.  D'apr^s  ce  qui  pröcede,  et  en  nous  servant  des 
principes  gcneraux  de  la  theorie  des  (^qualions,  nous  pouvons 
etablir  les  proposilions  suivanles,  relatives  ä  l'equation 

1°  La  somme  des  trois  racines  est  6gale  ä  z6ro.  Si  l'une  d'entre 
elles  est  imaginaire  et  de  la  forme  (a-|-ß  )/ — l),  il  y  aura  ne- 
cessairement  encore  une  autre  racine  Imaginaire  de  la  forme 
(a  —  p\/ — l);  et  il  n'yen  aura  qu'une  seule. 

2°  Le  terme  tout  connu  est  egal  au  produit  des -trois  racines 
pris  en  signe  conlraire.  Si  deux  equations  de  la  forme  [1]  ne 
different  entre  elles  que  par  le  signe  du  terme  connu,  leurs  ra- 
cines seront  respeclivement  egales,  mais  de  signes  contraires 

Ainsi,  par  exemple,  les  racines  de  l'equation, 

a;'  — 39a;+70=0, 
6tant  2,  5  et  —  7,  Celles  de  l'equation 

a;«— 39a?  — 70=0 

seront — 2,  —  5  et +7. 

3"  Lorsque  p  est  posüifj  lY^iuation  admet  deux  racines  ima- 
ffinaires. 
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4°  Lorsque  le  pestposüif,  l'^quation  admet  deux  racines  ima- 
ginaires. 

5°  Lorsque  p  est  negatif,  l'^quation  a  trois  racines  reelles  et 

inegales,  si  (i^+T-)  est  n^galif;  eile  a  trois  racines  reelles,  dont 

deux  Egales,  si  \^-\-^)  est  z6ro,  Enfin  cllea  deux  racines  ima- 

ginaires,  si  (4-ä  +  T-)  -St  positif. 

Ainsi,  par  exeniple,  les  equations  suivantes  ont: 

x^4-    \2x±\6  =  0{  .... 

2.3  ±16  =  0  r  ^^^^^^^  imaginaires; 

a;'—     7a;±16  =  o) 

x^ —  12a;d=l6  =  0   2  racines  reelles  Egales ; 

•1     ,^A   _i-i^     ^   3  racmes  reelles  inegales. 

x^ — 100a;±16  =  0)  ° 

g  III.  Resolution  trigonomelriquu  des  equalions  du  troisieme  degr6. 

515.  Gas  des  racines  reelles.  Nous  allons  maintenant  mon- 
Irer  comment,  ä  l'aide  des  lonctions  trigonomelriques,  on  peul 
delerniincr  directement  loutes  les  racines,  reelles  ou  imagi- 
naires, d'une  equation  du  troisieme  degre. 

1*'  Gas.  Hacines  reelles.  Gondilion  : 

Lorsque  l'^quation  [1]  a  ses  trois  racines  reolles  et  in^galeS: 
la  quantite  sous  le  radical  du  second  degre  (5(Ki)  est  negativ<5', 
et  la  valeur  [4]  de  x  est  la  somnie  de  deux  quantiles  imayinairss. 
Pour  la  d6l)arrasser  de  ces  symbolos  imaginaires,  posons  ; 

—  |=pcoscp,    et     l  +  |^  =  _p2sin^?; 
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la  formule  [4]  deviendra  : 


37=  V  pcos<p-|-psincpy/ — 1  -f-  V  pcoscp  —  psincpv/ — 1 
et,  d'uprcs  la  formule  de  Moivre  (502),  on  aura  : 

!r=v^p.  (cos2-L 1-sin^-J^ — V— M 

3/       /        <6  +  2/.'7r         .     cp  +  2/v:r       -\ 

-f  v/p-(^cos^ — ^ —  —siii^^^^ — .y/— ij- 

formule  oü  Ton  doit  donner  äÄ  les  valeurs  0,  1,  2.  II  faut  d'all- 
leurs  que  /c  ait  la  meme  valeur  dans  ces  deux  termes,  pour  que 
le  produil  yz  seit  r6el. 

r\               1                           r.    /"         9  4-  2/cTr 
Oll  aura  donc  :       o;  =  2  y/p.  cos  - — ^ , 

ce  qui  donne,  pour  les  Irois  valeurs  de  k  : 

a;  =  2v!'p-C0s|,      2  v'p.C0s(^|4-  120«Y      2vp-COs(|+240''V 

ou 

ir=2^p^cos|,    —  2(/p.cosm«— ly     2^p.cos  ^120"— *y 

Pour  d6tei  miner  les  valeurs  de  p  et  de  cp  (p  6tant  essentielle- 
ment  posilil),  on  a  : 


donc : 


et 


Remarque.  Si  la  valeur,  que  la  formule  pr6c6dente  assigne  ä 
cos  9,  est  negalivc,  on  cherchera  dans  los  tables  Torcf',  qui  a 
pour  Cosinus  le  meme  nombre  pris  positivement;  et  cp  sera  le 
supplöment  de  cp'. 


P^ 

cos^9 

'sii,=^ 

^=4 

^27' 

p^=- 

-2-7'     "" 

COSc?=- 

P  = 

2o 

\/- 

p3 

27' 
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514.  ExEMPLE  I.  Pariager  un  hemisphere  en  deux  parties  egales 

par  un  plan  parallele  ä  la  base. 

Soient :  x  la  distance  du  plan  s6cant  au  ceritre  de  la  sphere ; 

y  le  rayon  de  la  section  circulaire ; 

r  =  1  le  rayon  de  la  Sphäre. 
On  aura  l'equalion  : 

-Y-c— ^)--r  =  -3- 

Or  i/-=r'^—x-; 

donc  2(1  — a;)— a;(l— a;-)  =  l; 

ou  aj^  — Sa;-}- 1  =0; 

equation  qui  donnera  la  valeur  de  a;.  .     . 

Nous  avons  ici :         p= — 3,    ^  =  1; 


donc  : 


y/-==l,  elcoscp— ^p=.--, 


donc  ^=120°,    el     5  =  40°. 

Lcs  trois  racines  de  l'equalion  propos6e  sont  donc  : 

l  Xi=  2  00840»=  1,5320888, 
I  a-2  =  — 2  00520»  =  — 1,8793852, 
1    x,=       2cos80*'=       0,3472964. 

On  verifie  que  a^i  -|-  a^a  +  ^3  =  0- 

Parmi  ocs  trois  racines,  il  n'y  a  que  la  dernierc  qui  r6ponde  au 
Probleme  proposö;  car  seule  eile  est  positive  et  inloricure  au 
rayon  de  la  sphere. 

5 IS.  ExEMPLE  II.   Dctermincr  les  abscisses  des  poinls  d'inter- 
section  de  la  parabole  x*=  4y,  et  de  l'hyperbole  4\y  =  7(x —  1) 
Par  cliiuinalion  de  y ,  on  obliiMil  riMiiuilioii : 

a;'— 70-4-7  =  0, 
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dont  les  racines  d6terminent  les  abscisses  des  poiiils  d'inter- 
seclion.  On  a  : 

p  =  -7,     q=-\-7; 

log  (—^5^)  =  2,53529412  logg  =  0,84509804 

log  27  — 1,43136376  CMog  2  — 10  =  J_,69897000 

log  p»=  1,10393036  C« . log  p  —10  =  1,44803482 

log  p  =  0,55196518  iogCOScp'=  1,99210286 

3y-  lcp'=:    10»  53' 36",  195 

log  v/p  =  0,18398839  jj^^^g^    ^,  ^^J^^^^ 

?  =  56»  22' 7", 935,      ^60»  -  |)  =3« 37' 52", 065,      ^120»- ^W63«3T52", 


,065 


IogCOS  =  T,7433874     logCOS  =  T,9991272     logCOS  =T,6475281 

log  2  =0,3010300  =0,3010300  =0,3010300 

log  ^p  =  0, 1839884  =0,1839884  =0,1839884 

loga;i=  0,2284058  log(-a;2)=^  0,4841456      log a^j  =0,1325465 
a;i  =  1,692021,  a;2  =  — 3,048917,        rr3=  1,356893 

Verification. 

fl7i=       1,692021  log  3^1  =  0,2284058 

0^2  =  — 3,048917  log  a'2  =  0,4841456 

x^=      1,356896  log  a-3  =  0,1325465 


Xx-\-  x.-\-x^=      0.  log  a;ia;2a;3  =  0,8450979 

Ju  ^  i/zo  tX'2  /  % 

516.  2*  Gas.  Racines  imaginaires.  Gondilion  : 
1°  Gas  du  p  est  negatif.  On  a  : 

4  ^       27' 


c[  Ton  peut  poser,  par  cons^quenl : 
V       27 


^s.no». 
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On  aura  alors : 


?/=y/-|  +  |cOSco  =  y  -q^in''^, 

ou,  eil  rciiiplacanl  q  pnr  sa  valeur-r —  i/ — ^^-  , 

i/=\/=f.v/^  et  „-=^i|.^e":;;^. 

Soit  iiiaiiUenant  9  iin  angic  auxiliaire  deteriiiinö  [kw  l'equa- 
tion : 

lang  cp  =  ^  lang  ^, 
onaura:     1/=  l/— | .  langcp,     :r=W— |.coto; 
et,  par  siiito,  les  valeurs  de  x  seront : 

y/-f.[lang,  +  co.,]  =  y/-H._^^, 

~2  i/  — -.  [lang  cp-|- cot  (p]  ±  ^  v'— 1 V—P- [li"Jg?—f^nt<p] , 
i^y/-|±^=rT.^=J.cot2?; 


et 


Oll 


sin 


l'orniules  calculablcs  pai'  logaritlnnes. 
On  clierchera  d'abord  : 

l«        sinc.)=:-v/— 1^, 
q  V        27* 

cnsuite,  2°     'aiig  ?  =  y  t'^ng^, 

apres,  3°  a7i  =  2  i/  — ?cosöc29, 

ctenfin,  4»  a;  =  — y  —  |cosec2!p±v/^.  v/^cot  2^ 
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Quant  aux  signes  des  racines,  oii  tiendra  compte  de  ce  que  la 
racine  reelle  est  toujours  de  signe  conlraire  ä  celui  du  terme 
tout  connu  de  l'equation,  et  que  la  somme  des  trois  racines  est 
nulle. 

517.  ExEMPLE  III.  a;''— 10,871385a;+ 18,01032  =  0. 
Ona:  ;>=— 10,871385,     (y=+ 18,01032; 

donc:  log  (—l-")  =  1,6774908, 

et  log  y/— ^  =  0,8387454; 

mais  log  2  =  0,3010300, 

et  CMogg— 10  =  2,7444786, 

1°  donc  log  sin  CO  =  1,8842540; 

de  lä  :  to  =  50%    et     -  =  25* 

log  taug*  (f  =  lüg  tang  ^  =  1,6686725  ; 

2°  donc:  log  tang  cp  =  1,8895575; 

delä  <p=37H7'31",287 

et  2©  =  75"  35'    2", 574; 

3°         logt/— 1  =  0,2795818  log  y/^  =  0,5181424 

log  2  =  0,3010300  logcot2cp=T,4100229 

CMog  sin  2cp—  10  =  0,0138941      log  y/^COt  2 cp  =  1,9281653 

log  371  =  0,5945059  y/^cot  2^  =  0,8475501 

a;,  =3,931026.       . 

Donc  les  trois  racines  sont : 

a;  =  — 3,931026, 

et  a;  =  +l,960513±0, 8475501  Xv/^^. 

518.  ExEMPLE  IV.  Delerminer  les  dimensions  d'un  cylindre 
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inscrit  a  la  sphere,  et  tel  que  sa  surface  convexe  soit  egale  ä  la  sur- 
.face  convexe  des  deux  calottes,  qui  ont  meme  base  que  lui. 

Soient  :  r=.l  le  rayon  de  la  sphöre, 

y  le  rayon  de  la  base  du  cylindre, 

et  X  la  dislanee  de  cette  base  au  ccntre  de  la  sphere. 

Oll  aura  :  47r  ( 1  —  x)=^k  xijtz  ; 


mais  ^  =  y/ 1  —  a;- ; 

donc  :  1  —x=x^{\  -\-x) , 

ou  x^-\-x'^  -\-x  —  l  =  0. 

Posons:  x=  — r— , 

r^qualion  deviendra : 

2»  + 6z  — 34  =  0. 

On  a  ici :  p  =  6 ,    g  =  —  34 ; 

mais,  dans  cette  equatioii : 

donc  r^quation  a  deux  racines  imaginaires,  dont  nous  ne  nous 
occuperons  pas. 

En  r^solvant  directement  l'öquation  proposee,  ä  l'alde  de  la 
formule  (299) ,  nous  aurons  : 


z=  {/l7 -I- v/297  +  VI?  — v/297, 
=  v^34, 2336879396  —  v^0,2336879396. 

En  se  servant  des  tables  de  logarilhmes  pour  exlraire  les  ra- 
cines cubiques,  on  aura  : 

2  =  3,2470172  —  0,6159499 

ou  5=2,6310673; 
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donc  a;  =  0,5436891; 

et  2a;  =  1,0873782,  hautcur  du  cylindre. 

519.  2°  Gas  ou  p  est  positif  :  on  posera  : 

il  vient  alors : 


V 


et     ^=\/    

cos  oj  V        cos  w 


ou,  en  remplagant  q  par  2  cot  w  sJ -^  , 

y-\/lsJ^i'  et  .=-^i^^. 

Posant,  comme  plus  haut :  ' 

[2]  tan8cp  =  y  tang^; 

il  vient:         y  =  i/|tangy,     -  =  — w'^coto; 
et  les  racincs  cherchees  sont ; 

l    a:i  =  2  l/^col2cp±v/— p.cosec29. 

(   ^=-yfco'2cp; 

320.  ExEMPLE.  V.  Soit  l'equation  : 

a;^f  2,3473983a;  — 9,876543  =  0. 
9^—9,876543,  p  =  2,3473983  , 

log  (—  q)  =  0,9946050,  log^  =  0,3705868  ; 
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duiic 


Donc:  [1] 
De  lä: 


log  |-  =  1,6803966 
log  |- =1,6803966 

log  ^1)  =1,8401983 

log  =  0,3010300. 
C*.  log  (—ry)  —  10  =  7,0053950 
log  lang  oj  =  7,1466233 

oj  =  7''58'42",91 


d'oü 

donc  [2] 
et  de  lä : 


-=3°59'21",455; 


log  tang  r-  =  log  lang»  <p  =  2,8434760; 


Or: 


log  tang  cp  =1,6144920; 

(p  =  22"  22' 22",22 

2tp  =  44»44'44",44. 

Iog2  =  0,3010300 
log  COl  2'j)  =  0,0038555         GMogsin2<p— 10  =  0,1524513 

log  l/^  =  7,9467328  log  v/^=  0,1852934 


Donc  [3]   loga;i  =  0,2516183 


l0fr-L_^  =0,3377447 


a;i=  1,784918; 

et  les  racines  de  l'cquation  proposöe  sont : 

a:-i=  1,784918, 


sin  2cp 

-^—^  =  2,1764300 
Sin  2^ 


=  —  0,892459  ±  2, 176430  X  v^—  1- 


Alg.  SP.  U. 


22 
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CIIAPITRE  IV. 

RESOLUTION  NUMEUIQUE  DE  DEUX  EQUATIOMS 
DU  SECOXD  DEGRE. 

3  I.  Methode  generale;  exemples. 

321.  Probleme.  Nous  comiiiencerons  par  resoudre  la  ques- 
lion  suivante  ; 

Quelle  est  la  condition  pour  qu'une  equation  du  second  degre, 

[1]  ky^-\-Bxy  +  Gx''--{-dij-\-Ex  +  F=^0, 

fournifse,  pour  l'inconnue  y,  une  valeur  de  la  forme  Mx-{-N, 
M  et  N  etant  independants  de  x. 

Oti  deduit  de  l'equatioii  [1],  en  la  consid^rant  comme  une 
equation  du  second  degre  en  y  : 


Ba;+D  ,    1 


Pour  que  cetle  valeur  de  y  ait  la  forme  demandt^e,  il  est  neces- 
saire  et  süffisant  que  le  polynome  place  sous  le  radical 

(B* — 4  AG)  a;2  +  2  (BD  —  2AE)  o;  +  (D^ — 4  AF) , 

soit  un  carr6  parfait;  et,  pour  cela,  on  doit  avoir 

(BD  —  2AE)^=:  (B'^  —  4AC)  (D^  — 4AF) ; 

QU,  en  supprimant  les  termes  B^D*  qui  figurent  dans  les  deux 
membres,  et  en  divisant  ensuile  par  le  facteur  commun  4A, 

[3]  —  BDE4-AE2  =  4ACP  — FB*— CD»; 

teile  est  la  condition  demandöe.  Si  eile  est  remplie,  la  valeur 
de  y  prend  la  forme : 


W 


\\x-\-\)_^  1    /      ,jr-, — TTp   ,  BD-2AE\ 
•^  2A  2A\^    ^  ^^li-'-kXcJ 
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522.  Methode  generale  de  Resolution.  Proposons-nous  ac- 
luellcinent  de  r^soudre  le  sysleine  de  deux  equatioiis  num6ri 
ques  du  second  degre  : 

[5]  Ay^+B.Ti/+Ca;^+Dy+Ej;-|-F=0, 

[6]  ky-]-h'xy-{-C'x'+B'y-\-Wx-\-¥'=0. 

Si  noiis  njoulons  ces  deux  equalions,  apres  avoir  mulliplie  la 
premiere  par  X,  le  r^sultal.  pourra  remplacer  l'une  d'ellcs.  On 
oblient  ainsi : 

[7]     (AA  +  A')yH(B^  +  B>2/  +  (GX+G>^  +  (DX+ü')y 
4-(EXH-E>+(FX+F')  =  0. 

X  6tant  arbitraire,  nous  poiivons  la  d6terminer  par  la  conditioii 
que  les  valeurs  de  y,  d6duites  de  requalion  [7],  soicnt  du  pre- 
mier  degre  eii  x. 
II  suffira  (521)  de  poser  : 

[8]     _(bX-1-B')(DX-1-D')(Ea  +  E')  +  (AX  +  A')(EX+E')- 

=  4(AX  +  A')(GX+G')(FX  +  F')  — (FX  +  F'XBX  +  ß'Z 

-(GX  +  G')(DX4-D7, 

öquation  dutroisi^me  degre  en  X,  qui  aura,  par  consequent,  une 
racine  reelle  au  moins.  On  calculera  cette  racine  par  approxi- 
mation ;  et,  en  faisant  usage  de  la  formule  [4]  (521),  on  obtien- 
dra  alors,  pour  y,  deux  valeurs  de  la  forme  : 

y  =  Mx-\-^,     y  =  MiX-\-^i 

M,  N,  Ml,  Ni,  6tant  connus  en  fonction  de  la  racine  X,  en  substL- 
tuant  succcssivement  ces  valeurs  de  y  dans  l'une  des  equations 
[5]  et  [6],  on  obliendra  deux  Equations  du  second  degr6  en  x; 
il  y  aura,  par  consequent,  en  tout,  quatre  valeurs  pour  x  et 
aulant  pour  y. 

525.  DiscussiON.  II  y  a  plusieurs  cas  ä  considerer  dans  l'ap- 
plicalion  de  la  metliode  precedente  ;  nous  les  discuterons  avec 
quelques  details.  Pour  plus  de  simplicite,  nous  remarquerons 
tüul  d'abord,  que  le  probl^me  revient  ä  determiner  l'intersection 
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de  dciix  coiirbes  du  second  degrö.  La  m(5thode  indiqu(5e  6qui- 
vautä  la  dclerminalion  prealable  desdroites  qui  röunisscnt  deux 
des  points  d'intersecUon. 

l«  Si  requation  du  troisiöme  degr6  en  X  admet  trois  racines 
reelles,  et  si,  en  niemc  temps,  deux  au  moins  de  ces  racines 
rendent  positives  la  quantitö 

(nA_|_B')2_4(AX-f  A')(GX-fG')=/i;, 

ces  deux  racines  d^terminent  deux  couples  de  secantes  rc^elles, 
qui  so  coupent  en  gen^ral  en  quatre  points.  Ces  quatre  points 
sont  les  points  d'inlersection  des  deux  courbes,  et  leurs  coor- 
donnees  donnent  les  Solutions  des  equations  propos^es. 

2°  Si  l'öquation  du  troisieme  degre  a  trois  racines  reelles, 
dont  une  seule  rend  positive  la  quanlite  k;  ou,  si  l'^quation  n'a 
qu'une  seule  racine  reelle,  mais  qui  satisfasse  ä  cette  condilion, 
les  deux  courbes  n'admettent  qu'un  seul  couple  de  secantes 
comnnines. 

II  faudra  alors  chercher,  si  ces  secantes  rencontrent  l'une 
quelconque  des  courbes  proposees  ou  non  :  dansle  premier  cas, 
les  deux  equations  auront  deux  Solutions  röclles  et  deux  Solu- 
tions imaginaires;  dans  le  second  cas,  elles  auront  quatre  Solu- 
tions imaginaires. 

3°  Si  enfin  les  racines  reelles  de  l'öquation  en  X  rendent  ne- 
gative la  quautite  k,  les  deux  equations  ont  quatre  Solutions 
imaginaires. 

524.  ExEMPLE  I.  Soient  donnees  les  deux  equations  : 

3if  -{-kxy  +  3j;- —  9ij—lbx  =  0  (ellipse), 

if — 2xy -{-    x''-\-'2y—l0x~0  (parabole). 

Ges  deux  6quations,  combinöes  ensemble,  donnenl  l'cquation 

(3+^)l/'+(4-2X)rriy+(3-fX)a--(9-2A)//-(I5-|-10A)x=0; 

et  Ton  ob(i(Mit  pour  requation  [8]  ; 

32X^  4-  388X^  +  564X  -|^  1 89  =  0. 
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Cette  6quation  a  trois  racines  reelles  et  negatives,  qui  sont  : 

^ i         )^^ 9         \-— 2±^ 

La  quanlit6  /«=— 20(1  +  2X) 

6tant  positive  ou  nulle  pour  chacune  des  trois  valeurs  de  X,  les 
courbes  donn^esadmeltent  trois  systemes de  s^cantes  communes 
reelles,  dont  les  points  d'intersection  se  confondent  avec  ceux 
des  deux  courbes. 

II  ne  s'agit  plus  que  de  d^terminer  deux  systemes  de  s6cantes 
et  de  chercher  leurs  points  de  rencontre. 

Pour  ^  =  — 2>     ' 

les  deux  6quations  du  premier  degr6  sont ! 

y=-x  +  2±2, 
Systeme  de  deux  droites  paralleles. 

Pour  ^  =  -¥> 


'i+^y 


nous  aurons  :  y  =  -, —  2 

Les  points  d'intersection  des  quatre  s6cantes  sont : 
x=Oy     y=0, 

x=3,     y-=—S, 
x  =  Q,     y=—2. 

Ges  quatre  points  sonl  les  sommets  d'un  trap^ze  dont  les  c6t6s 
sont  form^s  par  les  quatre  secantes.  Les  deux  autres  s6cantes, 
correspondant  ä  l~  — |,  scraient  les  diagonales  du  trapeze.         il 
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xy  —  3a;-j-  6  =  0  (hyperbole), 

x"^ — 9y  =  0  (parabole). 
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Si,  dans  la  premierc  de  ces  deux  öquations,  on  substitue  ä  y 
sa  valeur  tir6e  de  la  seconde  equation, 

on  obticnt  imm^diatement  l'equation  dutroisi^me  degrö  : 

a;^— 27a; +54  =  0, 

donl  les  racines  d^terminent  las  points  d'intersection  des  deux 
courbes.  Celle  Equation  a  Irois  racines  reelles,  deux  positives 
6gales,  57  =  3,  et  iine  negative,  x  =  —  6. 
A  ces  deux  abscisses  correspondent  les  ordonn^es 

y=l     et     i/.— 4; 

donc  les  deux  courbes  se  touchent  au  point  (3,1),  et  se  coupent 
au  point  (—6,4). 

52G.  ExEMPLE  III.  Soient  donnees  les  deux  Squations 
y''^-\-x^ — 2x  =  0  (cercle), 
2xy — 1  =  0  {hyperhole)\ 
l'equation  r^sultantdela  combinaison  sera  : 

y- -}- 2).a;y + a;' —  2rr — X = 0 

et  en  ßcrivant  que  cetle  Equation  repr^sente  deux  droites,  on 
Irouvera  : 

v_x-^i  =  o. 

Gelte  derniere  Equation  a  une  racine  reelle  et  deux  racines  ima- 
ginaires. 

Pour  övalucr  la  racine  reelle,  nous  nous  servirons  des  for- 
mules  donnees  (31 G) ;  nous  fiurons  alors  : 

log  sin  a)=T,585  3481, 
log  liing|=T,301  3783, 
log  lang  CD  =  1,767  1261, 
log  sin  2*  =  T, 940  3459, 
log  X=0,122  1235, 
X=  1,324  718; 
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4 
]a  quantit6  k^=k{V —  1 )  ou  r-,  etant  positive  pour  la  valeur  de  X 

que  nous  venons  de  trouver,  les  deux  6quations  du  premier 
degr6, 

y=—lxzt--^{x-\-l), 

auront  leurs  coefficients  r^els;  et,  par  cons6quent,  les  deux 
courbes  admeltent  un  Systeme  de  deux  s6cantes  reelles  com- 
munes. 
En  substiluant  ces  deux  valeurs  de  y  dans  l'equalion  : 

2xy~l  —  0, 

on  arrive  ä  l'öquation  du  second  degr6  : 

2xH  —  A±^  )  H ^  —  1  =  0. 

V         v/V~v/x 
Pour  que  les  valeurs  de  x  soient  reelles,  il  faut  que  Ton  ait : 

*  — X±-L>0. 

s/l 

Si  nous  prenons  le  signe  införieur,  le  premier  membre  de- 

vient  negalif,  et  la  condilion  de  r6alit6  n'est  pas  remplie ;  par 

cons6quent,  ladroite 

2 

y=.—lx ^(a;-f-X) 

y/X 

nerencontre  paslacourbe. 

Si,  au  contraire,  nous  prenons  le  signe  superieur,  le  premier 
membre  devienl  positit,  et  la  secante 

y  =  —  lx-\—^{x-\-l) 

y/X 

renconirc  la  courbe  en  deux  points. 
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En  SLibstituant  ä  X  et  y/X  leurs  valeurs  numöriques,  la  der- 
niere  6quatioii  deviendra : 

y  =  — 0,455881a; -1-1,150964; 

öquation  qui,  combin^e  avec  celle  de  la  courbe, 

2xy  —  1=0, 

donne  les  deux  solulions  reelles  des  öquations  proposöes 

07=1,967160,         1/  =  0,254173, 

et  ir=0, 557424,         y  =  0, 896791. 

527.  ExEMPLE  IV.  Resoudre  les  deux  equations  : 

iif  -|-  9j;^  —  36rr  =  0  (ellipse), 

xy—   \2  =  0  (hyperbole) 

L'equalion  de  condition  est : 

X»_144X  — 432  =  0. 

Getle  6qiiation  a  ses  trois  racines  reelles  ;  la  premiere  positive, 
et  cornprise  enlre  13  et  14  ;  les  deux  autres  negatives,  et  com- 
prises  eiitre  —  3  et  — 4,  et  entre  —  10  et  —  11. 

Parini  ces  trois  racines,  il  n'y  a  que  !a  premiere  qui  rende 
positive  la  quantite 

A 

par  consöquent,  il  n'y  a  qu'un  seul  couple  de  s^cantes  reelles, 
dont  l'equalion  est  : 

Ix 
2/  =  --^- 


Iv/1KI> 


mais  nousallons  demontrcr  direclcment  qu'aucuno  de  ces  deux 
droiles  ne  peul  rencontrer  les  courbes  ;  car  en  subsliluant  la  va- 
leur  de  y  daiis  la  secondc  des  deux  equations  proposees, 

a-y— 12  =  0 
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on  oblient  les  deux  eqiiations  du  second  degrö 

La  condilion  de  r6alil6  des  valeurs  de  x  est : 
3X+48(-^±5^f)>0. 

Oll  —Art  24 


\1\>- 


II  est  6vident  que  celte  coiidition  n'est  pas  satisfaite,  lorsqu'on 
prcnd  le  signe  nögatif;  car  alors  tous  les  termes  du  membre  ä 
gauche  scraicnt  negalifs. 

Mais  comme  on  a  X>  13,  la  condition  n'est  pas  remplie  non 
plus,  lorsqu'on  prend  le  signe  positif. 

Par  cons^quent,  les  deux  droites  ne  peuvent  pas  rencontrer 
les  courbes;  donc  les  deux  ^qualions  propos6es  n'ont  que  des 
racines  imaginaires. 

328.  ExEMPLE  V.  Soiml  donnees  les  deux  hyperboles, 
kiß  —  4a:i/-|-9  =  0, 
•     8a:i/  — 421/ -1-9  =  0; 
determiner  leurs  points  d'intersection 

La  valeur  de  y,  tir6e  de  la  seconde  ^quation  et  sul)stitu(^edans 
ja  premiere,  condUit  ä  l'^quation  du  second  degre  cn  x, 

öquation  qni  a  deux  racines  reelles  a;  =  5  ei  x=Zl. 

Les  valeurs  correspondantes  de  y  sonl  y  =  ?2  t1  y  =  f. 

Mais  les  deux  courbes  proposees  sont  des  hyperboles,  rappor- 
Icos  ä  une  asymptote  commune  prise  pour  axe  des  abscisscs; 
donc,  en  oulre  des  deux  points  d'intersection  que  nous  venons 
de  Irouver,  elles  ont  encore  deux  autres  points  de  rencontre 
61oign6s  ä  l'infini  de  l'origine. 
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En  effet,  lorsqu'on  remplace  x  par  -,  et  qu'on  egale  les  va- 

leurs  de  y  tir6es  de  la  premi^re  et  de  la  scconde  des  (üquations 
propos^es,  on  obtient  l'^quation  du  quatrieme  degr6, 

52^— 35s'-f-752''=0. 
Les  quatre  racines  de  celte  öquation  sont  : 

z^  =  0,     donc    z:=0, 
z  =  -^        et       z  =  j^, 

et  comme  x  =  -,  nous  auronsles  qnatre  Solutions  des^quations 

proposees  : 

z  =  o,        37=00,        y  =  o, 

z=o,        x  =  — 00,     y  =  o, 

z  =  l  xz=h,  y  =  l, 

Z  =  jr^,  X  =  o  j,  1/  =  ^. 

529.  Gas  particcjliers.  La  rösoiution  de  deux  öqualions  du 
second  degro,  ä  deux  inconnues,  se  r6duit ,  dans  certains  cas 
pnrliculiers,  ä  la  r^soluUon  d'une  öquation  bicarr^e  ou  d'une 
cqualion  du  second  degr6. 

1»  Lorsque  les  deux  courbes  sont  concent7'iqucs ,  et  rapporlees 
ä  leur  centre  commun  pris  pour  origine,  leurs  öquations  ne 
contienncnt  plus  de  termes  du  premier  degre  par  rappoit  aux 
variables;  et  l'^limination  d'une  variable  donnera  une  cqualion 
bicarr^e  par  rapport  ä  l'autre  variable. 

ExEMPLE.     16//-  —  1 6xy -f  5rc-  —  400  —  0  (ellipse), 

y^  —  x'--\-ie  =  0  {hy  perhole) . 

Les  Solutions  sont  6gales  deux  ä  deux,  niais  de  signes  con- 
tra i  res. 

2»  Lorsque  les  deux  courbes  sont  homofocales,  et  rapporlees  k 
t 
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leur  foyer  commiin,pris  pour  origine  descoordonn6es,lesrleux 
equations  se  mettent  sous  la  forme 

y^-\-x^  =  {ay  -\-  hx  -j-  c)^, 
i/  +  a^^-  =  (a'y  +  ^'a;+0^• 

donc  ay-\-hX'\-c  =  ±{ay-\-h'x-\-c')y 

ou  {a±a')y-\-{b±b')x^{c±c')  =  0\ 

et  Ton  aura  deux  equations  du  premier  degre,  que  Ton  combi- 
ncra  avec  l'une  des  equations  proposees. 

EXEMPLE.     3?/- — kx\j-\-ky — 237 -f- 1=0  {hypcrbole), 

iß  —  Ixy  -f  ^'^  —  3y  —  3a;  —  |  =  0  (parabole). 

3»  Lorsque  las  deux  courbes  ont  un  diamelre  commun ,  et 
qu'elles  sont  rapporlöes  ä  un  Systeme  de  coordonnees  obliques, 
ayaiit  pour  axe  des  a])scisses  le  diamelre- commun,  et  pour  axe 
des  ordonn^es  une  parallele  aux  cordes,  les  deux  equations  ne 
conlicnnent  la  variable  y  qu'ä  la  seconde  puissance,  et  l'elimi- 
nation  de  celte  variable reduira  le  problöme  ä  la  rösoluliond'une 
equalion  du  second  degre  en  ar. 

ExEMPLE.  2?/-  —  3x  — 36^0  {parabole),  . 

y-  -{-bx'—SO  =  0  {(ilipsc). 

4"  Si  les  deux  courbes  sont  seiViblablcs  et  sernblabkmcnt  situeeSy 
les  termes  du  second  degr6  dans  les  deux  equations  ont  les 
coefficients  proporlionnels. 

Donc,  si  Ton  multiplie  l'une  des  deux  equations  par  un  fac- 
teur  convenable,  et  qu'on  la  relrancbe  de  l'autre  equalion,  on 
obliendra  pour  reste  une  ^quation  du  premier  degr6. 

ExEMPLE.     y*-\-  ixy  —  dx^  +  6a;+  40  =  0  {hyperbok), 

2y^ -\-2xy  —  e>x-  —  by  -\-  31  =  0  (hyiicrbole). 

5°  Lorsque  les  deux  courbes  sont  des  byperboles  ayant  une 
viemc  asymplolc,  et  rappoitees  ä  cetle  asymptote  commune 
eomme  axe  deo;,  les  deux  equations  ne  contiennent  la  variablere 


* 
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que  dansle  ternic  xy;  et  l'^limination  de  x  donne  une  equalion 
du  second  degre  en  y. 

ExEMPLE.  y^ — ^xy-\-   6y — 10  =  0, 

Zy^-^2xy—\0y-\-   8  =  0. 

§  II.  Resolution  des  equations  du  quatrieme  degrö. 

5J50.  Methode  de  Resolution.  La  ra^lhode,  que  nousvenous 
d'ex poser,  sert  ä  reduire  la  rcsolulion  de  requation  du  qua- 
trieme degre, 

■  x''  +  ax^  -\-bx^  -\-cx-\~  d  =  0, 

äla  rösolution  d'une  equation  du  troisieme  degre. 

En  effet,  si  dans  l'äquation  proposee  on  reinplacc  x^  par  y, 
011  arrive  ä  l'equation  : 

y^  -\-  axy  -\- by  -{- ex -{- d  =^  0  \ 

et  la  rösolution  de  requation  du  quatrieme  degre  est  ramenee 
a  la  rcsolulion  de  deux  equations  du  second  degre  ä  deux  in- 
connues,  que  nous  pouvons  resoudre  au  moyen  d'une  equation 
du  troisieme  degre  en  X. 

551.  ExEMPLE.  Soit  donne  i'equalion, 

a;i  _  2i;3  _  8a: "  +  1 2a;  -  4  =  0, 

equalion  qui  n'a  pas  de  racines  eommensurables. 

En  posant  x^:=y  (parabole), 

l'equation  proposee  deviendra  : 

y'^  —  2xy  —  8y-{-l2x  —  k  =  0  {hypcrbole). 

La  rcsolulion  de  ces  deux  equations  est  ranien6e  ä  celle  de  l'e- 
quation du  troisiöme  degr6, 

X8-[-i6X-4-56X  — 64  =  0, 

qui  a  trois  racines  reelles, 

X  =  — 8     et    X  =  — 4±2v/6. 
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la  quantite  ä;  =  4(1 — X) 

est  positive  pour  chacune  de  ces  trois  valeurs  de  X ;  donc,  Ics 
deux  equations  proposees  admetleiil  trois  couples  de  secanlcs 
communes  et  quatre  solulions  reelles. 

Les  equations  des  secantes,  qui  correspondeiit  ä  la  deuxieme 
et  ä  la  troisieme  racine  de  l'equation  cn  \  soiit ; 

X  =  — 4  +  2v/6, 


et 


X  =  — 4  — 2^/6, 


En  cherchant  les  points  d'intersection  de  ces  deux  syslcines  de 
droites,  on  obtient  imiii6diatement  les  racines  de  röquation  du 
quatrieme  degr6, 

a;  =  2±v/2    et    x  =  —lzt\/3. 
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CHAPITllE  V. 

QUELQUES  EXEMPLES  D'ARTIFICES   ALGCBRIQUES. 

552.  BuTDE  CE  CHAPiTRE.  Dans  im  grand  iiombre  de  cas,  si 
Ton  suivait,  sans  modification,  les  reglcs  g^nerales  du  calcul,  on 
serait  conduit  ä  des  Operations  compliquees,  qui  d^passeraient 
quelqiiefois  la  patience  du  calculateur.  L'habilete  du  g6ometre 
consiste  ä  Irouver,  dans  la  forme  parüeuliere  des  qucstions  qu'il 
traite,  l'occasion  de  simplifier  les  Operations,  et  de  parvenir  plus 
immödiatement  aux  conclusions  qu'il  a  en  vue.  De  pareilles 
modidcations  exigent  une  grande  habitude  de  l'analyse  et,  sou- 
vent  meme,  un  v^ritable  gönie  d'invention ;  et  Ton  comprend 
qu'il  ne  nous  est  pas  possible  de  donner  des  regles  g^nerales 
sur  les  artifices  de  ce  genre.  Nous  nous  bornerons  ä  choisir, 
parmi  les  calculs  alg^briques  les  plus  c6lebres,  quelques  exem- 
ples,  dans  lesquels  d'illustres  geometres  ont  pouss6  ä  un  haut 
degre  la  dexterite  analylique  dont  nous  parlons. 

555.  Probleme  I.  On  donne  un  polynome  du  second  degre,  ä 
Irois  variables^ 

[1]         Aa;^  +  AV  +  AV+2Bj/2  4-2B'a;:r-f  2B"a;y 

+  2Ca;  +  2G'7/-f  2G"z4-D; 

et  Von  demande  de  remplacer  x,  y,  z,  par  irois  variables  nouvelles, 
lices  aux  premierespar  les  relations, 

!Xz=:(xU-\-ol'v-{-  a"w  5 
y  =  ßw  +  ß'ü  +  ß"tü, 

et  s' imposant  les  conditions  suivantes  : 
1°  Le  polynome  prendra  la  forme 
[3]  Gti^  +  G'ü'  4-  G"iü*  +  Hii  +  H'u  -f-  Ww  4-  K ; 
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2°Les  neuf  cocfficients  a,  a',  a",  ß,  p',  p'\  y,  y'j  y"»  seront  lies  par 
[es  relations, 

(a^'+r  +  f  =1,  l««'+ßß'  +  YT'=0, 

[4]  a"^  +  r  +  y'^  =  1 ,  ««"  +  W"  +  Yy"  =  0, 

Ge  Probleme  se  präsente  en  geomötrieanalylique,  lorsque  Ton 
veut  simpliüer  une  equation  du  second  degre,  en  changeant  les 
directions  des  axes  des  coordonnöes,  sans  qii'ils  cessent  d'elrc 
rectangulaires. 

En  nuillipliant  respectivement  les  equations  [2]  par  a,  ß,  y,  et 
en  les  ajoiitant  ensuite  membre  ä  membre,  on  a,  d'apres  les 
6quations  [4]. 

M^a^-f  ßy  +  y;; 

et  Ton  trouvera,  d'une  manifere  analogue : 

w  =  oL"x-\-p"y-]-/z. 

Par  consequent,  pour  que  les  polynomes  [l]  et  [3J  soient 
equivalents,  on  doit  avoir,  en  identifiant  les  termes  du  second 
degr6 : 

G  {.X  +  ßy  +  ß.)'-  +  G'  (a'^  +  ß'y  +  ^'zy  +  G"  {a"x  +  p"y  +  fyY 
=  Aa;-  +  k\/  -f  M'z^  +  2By:r  -|-  2Ji'xz  +  2B"xy ; 

06  qui  donne  les  six  equations  suivantes : 

{  Ga^  +  G'a'=^  +  GV^  =  A       l  G«ß  +  GVß'  +  GVß"=B", 

[5]       }  Gß^  +  G'ß'2  +  C'p'"-  =  A,        \  Gay  +  G'a'y'+  GVY  =  B' , 
( Gy'-  +  G'y'^  -f  G'Y'  =  A';       ( Gßy  +  G'ß'y'  +  G"ßY= B. 

Multiplions  respeclivement  la  preralere,  la  quatrieme  et  la 
cinquieme  equalion  du  groupe  [5]  par  a,  ß,  y,  et  ajoutons-les 
ensuite;  ilviendra : 

[A]  Ga^Aa4-B"ß  +  B'y. 
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Si  Ton  multiplie  la  seconde,  la  quatriöme  et  la  sixicme  6qua- 
lioii  du  meine  groupe  par  ß,  a,  y,  on  aura  de  mcme  : 

[A]  Gß  =  A'ßJ-B"a+BY;  ', 

et  Ton  trouvera  de  inSme : 

[A]  GY  =  A"Y  +  B'a  +  B.ß. 

Ces  trois  eqnallons  oiit  lieu  entre  a,  ß,  y»  clles  sont  du  Pre- 
mier degr6;  donc  on  ne  poiirra  en  lirer  qu'une  seule  valeur 
de  cliaque  inconnue,  ä  moins  que  le  denominateur  commun 
ne  soit  nul.  Or,  on  satisfail  ä  ces  ^qualions,  en  posant: 

a  =  0,     ß  =  0,     Y  =  0- 

Gelte  Solution  n'etant  pas  admissible  ä  cause  des  relations  [4], 
il  faul  que  le  denominalcur  soit  nul;  et  l'on  doit  avoir,  par  con- 
sequent : 

(A-G)  (A'—  G)  (A"—  G)  -BXA-  G)  — B'^(A'-  G)  -  B"^  ( A"-G) 

-I-  2BÜ'ß"  =  0, 

equation  du  troisieme  degr6  ä  laquelle  G  doit  satisfaire. 

Ell  nuillipliaut  la  premicre,  la  qualrieme  et  la  cinquicme 
^qualiun  du  groupe  [5],  respectivenient  par  a',  ß',  />  on  ob- 
tiendrait : 

[B]  G'a'  =  Aa'+BT  +  ßY, 

et,  d'une  mani^re  analogue : 

[B]  G'ß'  =  A'ß'  +  BV  +  BY' 

[B]  GY  =  AY  +  B'«'  +  Bß': 

et,  ei>raisonnant  comme  plus  haut,  on  prouvera  que  le  deno- 
minateur des  valeurs  inconnucs  a',  ß',  y',  d^duites  de  ces 
dernit^rcs  6qualions,  doit  etre  egal  ä  zero,  et  que  l'on  doit 
avoir : 

(A-G')(A'-G')(A"-G')  — B\A-G')—  B'^.V-G')-  h"\\''—G') 

+  2BB'B"  =  0. 
Alg.  SP.  B.  23 
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enfin  on  pröuvera,  par  un  procede  toul  semblable,  que  I'üh  doil 
avoir  : 

(A— G'0(A'— G") (A"- G")  -  B''( A- G"- B'^' (A  —  G") -  B"^ (A"—  G") 

+  2BB'B"  =  0. 

et,  par  suite,  G,  G',  G",  sont  les  trois  raciiics  de  l'equation  du 
troisieme  degre : 

[6]  (A—  x)  (A'-  x)  (A"- x)  —  W{k-x)  —  V,'\k'-x)  -  B''-' (A"~^) 

+  2BB'ß"=:0. 

On  peilt  prouver  que  cette  ^quation  a  ses  Irois  racincs  reelles; 
etj  pour  cela,  on  remarquera  qu'il  est  permis  de  lui  donner  la 
forme : 

p p;_ ,  V"       _  _ 

^^     {k—x)-V'^{k'—x)—V'^{k"—x)  —  i"'~'       ^ 

Si,  en  effet,  nous  chassons  les  denominaleurs  de  celtc  6qua- 
tion  [7],  en  identifiant  le  resultal  avec  l'equation  [6],  il  viendra : 

2P'P"  =  B',    2P"P  =  B'^    2PP'  =  B"^ 

PP'P"  =  BB'ß"; 

6qualions  auxquelles  on  satisfait  en  posant: 

p^BZ'      p'-E!      v"-^ 
1  —   ß  ,     ^  —  B'  '  B"  • 

De  Sorte  que  l'equation  [6]  deviendra : 

W  BT  B;ß 

Pour  prouver  que  cette  6quation  a  ses  trois  racines  reelles, 
posons : 

,     ß'B"     ,     ,,     BB"  ,,     B'B 

et  supposons  que  ces  trois  quantit^s  soient  classees  par  ordre 
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de  giandeur;  de  teile  sorte  que  X  soit  ki  plu5  petite  et  v  la  plus 
grande.  Subslituons  successivement,  ä  la  place  de  x,  dans  le 
premier  membre  de  [8], 

—  00,      X  — £,      X-f-E,      p.  —  £,      H+e,      V— £,      v  +  e,      +°o, 

• 

£  designant  un  nombre  excessivement  petit ;  —  oo  et  oo  donnciit 
au  picmicr  membre  la  valeur  +  1,  et  le  resultat  des  autres 
subslitutions  se  voit  immediatement;  car  chacune  d'elles  rend 
Tun  des  termes  infinimcnt  plus  grand  que  tous  les  autres.  Re- 
marquons,  de  plus,  que  les  trois  numeraleurs  out  essentiellement 
le  meine  sigue,  celui  de  BB'ß";  et  supposons,  pour  fixer  les 
id6es,  que  ce  signe  soit  -}-.  Les  resullats  sont  indiques  dans  le 
tableau  suivant: 

-^  + 

X—  £  -I- 


X+E 



[A—  £ 

+ 

^  +  E 

— 

V  E 

+ 

V  -[-  £ 

— 

-j-    CO 

+ 

Les  substitutions  fournissent  donc  six  changements  de  signe ; 
mais  entre  X — s  et  X-|-e,  ^  —  £  et  [x-|-£,v  —  £  et  v-|-e,  la 
fonction  passe  par  l'infini  et  est  discontinue ;  on  doit  donc  con- 
dure  l'existence  de  trois  racines  seulement,  l'une  comprise 
entre  X  -f  e  et  t^  — e,  l'autre  entre  (x  -{-  e  et  v  —  e,  et  la  troi- 
sieme  enlre  v  -f  e  et  =o  ;  c'est-ä-dire  que  les  racines  sont  coni- 
prises  respectivement  entre  X  et  [x,  [x  et  v,  v  et  oo .  On  voit 
qu'elles  sont  inegales,  toutes  les  fois  que  les  nombres  X,  (x,  v,  sont 
diff^rents. 

Apres  avoir  resolu  l'^quation  [6]  et  trouv6  les  valcurs  de  G, 
G',  G",  les  equalions  [A][13][C],  qui  sont  du  premier  degre, 
donnent  les  rapports  des  quantit^s  a,  ß,  y,  «'  P'  y',  «",  ß",  f. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  leb  diveis  cas  par- 
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ticulicrs  quc  pcul  presenler  edle  Solution,  et  notammenl  celui 
oü  les  quanlites  X,  (x,  v  deviennent  egales. 

554.  Probleme  II.  Onpropose  de  resoudre  les  trois  equaliom : 


.1]  ^  +  rr^  +  -.^  =  l, 


p  p   —  U  p    —  6 

Ges  öqnations  se  presentent  lorsqu'on  chercheriiitcrscciioii 
de  trois  surHices  du  sccond  ordre,  dont  les  sectioiis  princi|)ales 
Gilt  les  meines  foyers. 

Si,  dans  l't^quation  [1],  on  chasse  les  denominaleurs,  on  ob- 
tient : 

|A'-/(/^'  +  c^-  +  a;^-fi/  +  ^-)  +  u.^(/>V  +  i'V+cV+cy +  />-:;') 

—  b'c~x^  =  0 ; 

si  Ton  chasse  de  meme  les  deiiominateurs  des  6quations  [2]  et 
[3],  on  trouve: 

v^  —  v^t-  +  c-  +  X-  +  y'-  +  -S-)  +^-{b'c'-{-  bW  +  cW  +  chf+bh') 

—  bh'x^  =  0, 
p^—p''{b^-\.c^^x'-{-if+z-)-\-f{b'c'-{-c^x^-{-cH-'-\-ch/-{-b'z-) 

_  b'c'x^  =  0 ; 

et  ces  trois  equations  prouvent  que  [ji^,  v%  p^,  sont  les  trois  ra- 
cines  de  l'^quation : 

[4]  X^—X^(b^^c'-\-x^-\-y'-\-z')-\-X{b'-c'"-\-b'x^-{'C'x^-j-c'y'-\-b'z') 

—  bh'x'-  =  (^. 
On  en  conclut : 

p'jx^'^  =  b^c^x^f 

et  celtc  equation  fera  connaitre  x^. 
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Pour  oblenir  1/  et  ä^  remarquons  qu'en  posant: 

p-— ^"=P- 

les  6quations  proposees  deviennent : 

?/!  I     ^'    j ^'       _, 

^      r     _^!__      I  •  -' , 

et  ne  diff^rent  des  proposöes  que  par  le  changei^icnt  de  x^  et  y^ 
en  1/  et  x"-,  et  par  cclui  de  p,  (x,  v,  en  p',  \i.\  v',  de  6^  eii  —  6%  et 
de  c^  en  c-  —  6'. 
On  peut  done  6crire: 

b\c'-  —  b^)y''  =  ([x2  —  b^)  (v^-  —  b^)  (6^-  —  p2) . 

Oll  trouvera  par  uii  artifice  tout  semblable  : 

C^(C«  _  b'-)  z-^  =  ([.2  _  c')  (c'-  _  ,^)  (c^  _  p.)  ; 

et  ces  deux  equations  feront  connaitre  x-  et  y^-. 

On  pourrait  arriver  ä  des  valeurs  de  x\  \ß,  z\  par  la  rösolii- 
lion  directe  des  equations  proposees,  qai  sont  du  premier  dc- 
gre;  maisles  calculs  seraient  beaucoup  plus  longs. 

Nous  rcmarquerons  enün  que  pS  ij.\  v-,  elant  Ics  racines  de 
requalion  [4],  on  a  : 

p'  +  u^  +  v^=6*+c'  +  a;^  +  7/+.-^ 
et,  par  suite : 

a;*  +  y-f  ^'--p'  +  .^'  +  v^^-^'  +  c^ 

formule  utile  dans  plusieurs  reclierches,  et  dont  la  vörificalion 
directe  exigcrait  quelques  calculs. 


Ut'.. 

V 

^^ax 

-hh7J+CZ 

•+l, 

v' 

z=z.a'x 

-^b'ij-i-cz 

-h. 

•+l\ 

v" 

=  a"x 

+  b"y  +  c"z 

+  . 

■+C 
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öoiS.  Probleme  III.  Dcsignons  par  v,  \',  v",...  les  fonctions  li- 
neaires  suivantes  des  indetcrminees  x,  y,  z,. 


.[1] 


(Lc  nombreHes  funclions  v,  u',  v",.--  fsl  supcrienr  aunombrc 
des  iiidctenniiiücs  x,  y,  z,...) 

Parmi  tous  les  systemcs  de  coefficients  x,  x',  x"...  qui  donnent 
identiqiiemeiil  : 

[k]  KV  +  x'ü'  -\-  yJV  + . . .  =^  a-  —  K , 

X,  x',  x",...  äani  independants  de  x,  y,  z,...  trouver  celui  poiir 
Icquel  la  somme 

x'-  -f  X  -  4-  X  -  +  .  .  . 

est,  minimiim. 
Posons : 


[2] 


'6y  +  6V4-6V-f ...  =■/), 
|CT  +  cV+cV+...  =..(;, 


?,  y],  C,."  seront  des  fonctions  lineaircs  de  x,  y,  5,...;  et  Ton 

aiira  : 

l  =z  a-Ia'^  -f-  ij'^'ih  -f  zlac  -[-...  -^  ^nl, 

■q=:x:^cdj  -f  1/2 V^  ^-  ;i:''.  -f .  . .  +  2/>/ , 

j  K = .r:Srtr  +  yi:/A  -f  -:^t  -  + . . .  +  :^f/ , 


[3] 


Oll        '  y.a-  =  d-  -\-  ü'-  -\-  a"~  + . . . , 

^ab  =  ab-\-a'b'=::^a"b"-\-..., 

et  de  meme  pour  les  audes  2. 

Lc  nombre  des  qnanliii's  E,  •/],  C,...  est  egal  au  nombre  n  des 
inconnucs  x,  y,  z,...\  on  pourra  donc  obtcnir,  par  climination, 
niie  eqiiation  de  la  forme  siiivanle: 

[  A]  rr  =  A  +  {.a)l  +  (..f;  Vi  +  (.y)C  4-  .  .  .  , 
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danslaqucUe  (aa),  (aß),  (ay),...  sont  des  coefficients  ind6pendanls 
de  X,  y,  z,...  et  de  ?, -/),  ^,...  que  Ton  sail  Irouver;  et  celte  ^qiia- 
tion  sera  satisfaite  idcnliqiiement,  lorsqu'on  remplacera  $,  y\,  C; 
par  leurs  valeurs  [3],  Par  consöquent,  si  Ton  pose : 

a(«a)    +6(ap)    +C(ay)    +...=a, 
a'(aa)  +^'(^4)  +C'(«r)  +...=«',    . 


en  mullipliant  respectivement  ces  equations  par  v,  v\  v",...  et 
en  les  ajoutant,  on  aura  identiquement,  en  vertu  des  6quations 

[2]  et  [A]  : 

[5]  av -{-ci'ü'-^a'v" -{-...  =X—A, 

pourvii  que  Ton  remplace  v,  v',  v",...  par  leurs  valeurs  [1]. 

Cctle  6quation  montre  que,  parmi  les  differents  systömes  de 
coefficients  x,  x',  x",..,  qui  satisfont  ä  la  condilion  [Ä],  on  doit 
coiupter  le  Systeme : 


On  aura  d'aillcjurs,  pour  un  Systeme  quelconque,  en  retranchant 

ridcnlite  [5]  de  l'identil^  [k] : 

(X  _  a)y  4-  (x'  _  a')ü'  +  {y."  —  a")v"  +  .  .  .  =  A  —  K ; 

et  celte  ^qualion  6lant  identique,  en  vertu  des  Equations  [1], 
entrainc  lessuivantes  : 

(^_a)a4-(x.'  — «>'-{- (x"  —  a'Oa"  f.. .  --=0, 

(;,_„)^_|-(,.'_a>'+(x"  — a")//'  +  ...=0, 

(^_«)c  +  (>,'_oc>''  +  (x"-a")6-"-l-...=0, 


que  Ton  oblient  en  remplagant  v,  v',  v"..,  par  leurs  valeurs  [1], 
et  en  6galant  ä  z6ro  le  coeflicients  de  x,  y,  z...  Ajoutons  ces 
6qualions,  apres  les  avoir  nnüliplices  par  (aa),  (aß),  (ay);  nous 
aurons,  en  vertu  du  Systeme  [4] : 

(x  -  a)a  4-  (/.'  —  a')a'  +  (x"  —  a'>"  -f-  . . .  =  Q ; 
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d'oü  en  doublant  cette  egalit6,  et  en  la  retranchant  de  l'identite ; 

5,2  _j_  j,'2  _^  y;'2  _  _   ^  5,2  _}_  ^'2  ^  j^/'2  _|_  _  _ 

Par  consequent,  l'expression 

aura  une  valeur  rninimum,  lorsqu'on  aura  : 

55G.  Expression  DU  Minimum.  Les  valeurs  de  a,  a',  a",...  sont 
detinies  par  les  6quations  [4];  et  pour  les  obtenir,  il  suflira  d'y 
remplacer  (aa),  («ß),  (ay),  par  leiirs  valeurs,  que  l'oii  poiirra  d6- 
duire  des  öqualioiis  [3]  par  les  melhodes  connues.  Mais  Ic  rni- 
nimum s'obliendrade  la  mauiere  suivaiite.  L'identite  [5]  nionlre 
que  Ton  a : 

'rta+aV4-fl"a"+...  =1, 
l6a  +  6V  +  öV+...=0, 


equalions  que  Ton  obtient,  en  remplagant  v,  v',  v",...  par  leurs 
valeurs  [1],  et  en  idenlifiant  les  coefficients  de  x,  de  y,  de  z,.. 
dans  les  deux  meinbres. 

Multiplions  ces  ^quations,  respectivemcnt,  par  (aa),  (aß),  (ay), 
et  ajoutons-les,  en  ayant  6gard  aux  relations  [4];  nous  truu- 
verons  : 

[7]  a'^-f  a'2-|-«"2  4-...  =:(aa). 

Ainsi  (aa)  est  le  rninimum  cliercbe. 

557.  Valeurs  adoptees  pouro?,  y,  z...  Si  v,  v',v"  6taient  nuls, 
IMdenlitö  [5]  montre  que  la  valeur  de  x,  qui  veritierait  les  equa- 
tions  [1],  serait  x  =  k.  Mais  le  nombre  des  equalions 

v  —  O,     v'—O,     v"=.0,... 

elant  sup6rieur  au  nombre  des  inconnues,'il  est,  en  g(5neral, 
impossible  de  satisfaire  rigoureusemenl  ä  ces  öquations.  Dans 
Celle  circonslance,  les  göometres  adoptent  la  valeur  x  =  A, 
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comme  satisfaisantaussi  exaclement  que  possible  aux  ^quatioiis. 
Un  calcul  analogue  fournirait  les  valeurs  que  l'on  adoplerail 
pour  y,  z,...  et  qu-e  nous  designerons  par  B,  G... 

On  peut  prouver  que  ces  valeurs,  sans  annuler  toutes  les 
quantit6s  v,  v',  v",  ce  qui  est  impossible,  rendent  la  somme  de 
leurs  carr6s  aussi  pelile  que  possible.  Mais  disoiis  d'abord  pour 
quelle  raison  les  coeftlcieuts  de  ces  diverses  fortiiules  ont  el6  dö- 
signös  par  la  notalion  que  nous  avons  adoptee. 

Nous  avons  trouv6  plus  haut : 

[7]  a^+a'2  +  a"2+...  =:.(aa). 

On  peut  prouver  d'une  maniere  analogue  que  l'on  a  : 
En  effet,  ß,  fi',  ß"...,  verifient  les  formules  : 


L8] 


öß-L-a'ß'+aTH-...  =0 
ö[i  +  6'ß'4-/yT+...  =  l 
cf,  _|-  c'p'  +  c'Y  -1- . . .  ==  0 


Si  l'on  multiplie  les  valeurs  de  «,  a' ,  [4],  pnr  ß,  ß et 

qu'on  ajoule  Ics  r6sul(als,  on  trouvera,  en  ayant  egard  aux 
equations  [8]  qui  detinissent  ß,  ß'. . . : 

[9]  ■    aß-hc.'ß'+aT-f...=(«ß); 

et  la  demonstration  sera  la  mßme  pour  les  aulrcs  formules 
analogues.  On  voit  donc  que  la  notaliou,  adopl(^e  pour  les  coef- 
licienls,  sert  ä  rappeler  la  formalion  des  expressions  qui  leur 
sont  6gales. 

5S8.  Minimum  de  v'-^v'^-{-v"'^-\-.  ..  Si  dans  l'equation 

v—ax^-by-^-cz-]-...  -\-l, 

on  subslilue  ä  x,  y,  z...  la  valeur  Irouvee  plus  haut  [A],  et  les 
valeurs  analogues,   on   obtiendra,  en  ayant  egard   aux  Ibr- 
niules  [4] : 
[10]  v  =  =<;  +  ßv,-}-Y^  +  ... +X, 

en  posant :  l  =  ak-\- b\j-\- cd -{-.,.  -\-L 
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Oll  aura  de  meme  : 

[10]  h"=."iJ^p\+fi:i-.,.-\-r, 


en  posant :  X" = a"k  +  6"ß  -|-  c"G  + . . .  +  /" ; 


(;Vst-ä-dire  en  repr^sentaiit  parX,  X',  X"...  les  valcurs  de  d,  v',  v"... 
qui  resultcnt  des  valeurs  A,  B,  G. ..  de  x,  y,  z... 
Si  nous  posons  actuelleiiient : 

nous  pourrons  former  cette  somme,  en  ajoulantles  öqiiations  [1], 
•iprcs  les  avoir  respectivement  mu]tipli(}es  par  v,  v',  v"...;  et  nous 
Irouverons,  en  ayant  egard  aux  ^quations  [2] : 

ül  =  x-i-T,y  +  Kz  +  ...+lvi-l'v'-{-lV-\-...  ' 

Ell  substiluant,  pour  v,  v',  v"...,  les  valeitrs  trouvees  plus  haut, 
et  en  remarquant  qua  Ton  a,  en  vertu  de  l'identite  [5] : 

a/-f-a7'  +  aT-f  ...=  — A, 

il  viendra: 


i)=.^2;-f7i7/  +  (;:r  +  ...-;A  — v.B  — i;C...H-X/-fX7'  +  XT-f-... 

Mais,  en  niullipliant  respectivement  les  ^qualions  qui  d6finissent 
X,  X',  X"...  par  X,  X',  X"...,  et  en  les  ajoutant,  on  trouve  : 

,}  j^  x'^ -j-X"^+. . .  =^X/  +  X7'+X"r-f . . .  +  (ka+l'a'  +  XV. . . ) Ä 
■    ^.{xb-\-.l'b'-^A"b"+...)B  +  {lc  +  l'c'-\-rc"-}-...)C-\-... 

Ol'  chacune  des  quantites,  cntre  parentheses,  est  nulle  d'elle-  1 
meine;  car  (Aa  +  X'a'  +  XV  +  . . .).  V^^^  exemple,  est  la  valeur 
que  prend  l  [2],  qiiand  on  y  remplace  v,  v',  v",...  par  X,  X',  X",... 
QU,  ce  qui  est  la  meine  cliose,  x,  y,  z...,  par  A,  B,  C.,.;  et  celle 
subslilulion  annule  ^,  comme  on  le  voit  d'apres  les  6qualions 
[3]  el  ]A]. 
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Aiiisi,  l'on  a : 

X^  _|-  X  2  _|- >/'2  _|_ . .  .  z=  }i  4.  X7'  4.  x'7". . .  ; 

et,  par  suilc  : 

Substiluant  pour  (o;— xV),  (y  — B),  (^  — G)...,  les  valeurs  foiirnies 
pnr  r^quation  [A],  et  les  öquations  analogues  eny,z...,  il  vient : 

+  2(ßY)riC+..-  +  A^  +  ^'H>^"^-f-.. 

rie  qui,  d'apres  les  formules  d6mon(rees  plus  haut  [7],  [9], 
[10],  revient  ä 

üz=(ü  — A)^  +  (t;'  — A')'-f-...+X2+V^  +  )/''  +  ... 

Par  Oll  l'on  voit  que 

est,  comme  nous  l'avions  annonc6,  le  minimum  de  Q. 

RESUMfi. 

332.  But  de  ce  chapitre.  —  333.  Simplifier  le  premier  membre  d'un- 
fc'quation  du  second  degrö,  ä  trois  variables,  en  changeant  les  direce 
tions  des  axes  coordoniies,  sans  qu'ils  cessent  d'etre  rectangulaires. 
—  334.  Trouver  les  points  d'intersection  de  trois  surfaces  du  secoud 
ordre,  dont  les  sections  principales  ont  les  memes  foyers.  —  33i3, 
53G,  537,  338.  Resolution  d'un  Systeme,  dans  lequel  le  nombre  des 
inconnues  est  inferieur  ä  celui  des  equations,  par  la  condition  que  Ja 
sorame  des  carrös  des  pi  emiers  membres  de  ces  equations  seit  un 
minimum,  ou  meihode  des  moindres  carres. 


NOTE  I 

SUR    LA    RESOLUTION    DES    EQUATIONS 
DU  PllEWlEll  DEGRE. 

559.    FORMULE    GENERALE    QUI    REPRESENTE  l'UNE    DES    INCON- 

NUES.  Gonsid6rons  n  6qualions  h.  n  inconnues: 

f'l^Xi  +  a.2^X2  +    öj"-'  ^3  +  . .  .  -f-  a.'Xi  +  . .  .  +  (In-  -Tn  =  1-2, 

fl/.ri  -{-  ai''Xi  -\-  ös'j-j  +  .. .  +  OiKc/  +  •  ■  •  +  ^^JC,,  ■=  hn 

n/'j-i-f  a.;'x.  -f-  a-i^x-i  -f . . .  -f  fl/Vr,-  -f-  •  •  •  +  a"nXn  =  /„. 

ßj,  02...a„,  Ol-,  a.f...ai'  ...a^""  designent  des  coeflicieiHs  qucU 
conqucs,  tout  a  fait  iiidependanls  Ics  uns  des  autres;  öj^  n'esf, 
par  exemple,  nullement  6gal  au  caiT6  de  «j ;  et  le  chiffre  2  n'y 
figure  que  comuie  un  indice.  En  general,  o,'  n'a  aucune  liaison 
avec  öi,  et  n'eu  est  nullement  la  puissance  k;  l'indice  inferieur  i 
indiquc  Ic  num^ro  d'ordre  de  l'inconnue,  et  l'indice  supärieur  k, 
le  nuniero  de  l'öquation. 

Cela  pose,  considerons  le  produit : 

(fl.  — «2) ...  (fl,,  —  6(2)  (fli  —  flo)  ...((?„  — as) ...  (fl„  —  fl„_i) , 

obtenu  en  faisant  le  produit  de  tous  les  coefficients  de  la  pre- 
miere  6quation  par  leurs  differences  deux  ä  dcux,  et  ayanl  soin 
de  prendre,  avec  le  signe  — ,  dans  cliaque  difference,  le  terme 
affecl6  du  pkis  petit  indice.  Ce  produit  P  se  composera  d'un 
grand  nombrc  de  tcrmes,  dans  lesquels  les  quantites  «i,  as--.«, 
auront  divers  exposanls;  chacun  des  termcs  conliendra  toutes 
les  letlres  Ö1,  Ö2  •••««?  i^T^is  l'exposant  de  chacunc  d'elles  ser.i 
au  plus  6gal  ä  n.  Nommons  Rce  que  devienl  ce  produit,  lorsque 
Ton  considere  les  exposanls  comme  des  indices  sup^rieurs  :  R 
contiendra  alors  les  diflerents  coeflicienls  du  Systeme  d'6qua- 
tion  proposö;  et  chacun  d'eux  iigurera,  dans  cliaque  lerme,  au 
prenüer  degr(5,  puisqae,  par  liy[)Othese,  nous  avons  rem  place 
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les  exposauls  par  des  indices.  Si,  par  exeinple,  la  puissancc  k 
de  a,  figure  dans  le  prodiiit  P,  nous  la  remplacerons,  pour  ob- 
tenir  R,  par  0,*,  coefficienl  de  Xi  dans  l'^qualion  de  rang  k ;  en 
Sorte  quo  les  deux  expressions  P  et  R  s'ßcriront  de  nißme,  mais 
repr^senteront  des  valeurs  tres-differentes. 

Snpposons  mainlenant  quo  Ton  rassemble,  en  un  seid,  toiis 
les  termes  de  R,  qui  contiennent  a,-  affect6  du  meme  indice  su- 
p6rieur;  R  prendra  la  tonne 

[2]     R=  A.'a/  +  A.%,^+  A,-V  +  ...+  A,-V+ ...+  A,"«.-", 

A/,  A,^..A,"  6tant  des  sommes  de  produits,  dans  lesquels  ne 
figure  övidemment  aucune  des  quantit6s  et/,  Oi^...«,".' 
Or  je  dis  qu'on  a  les  öquations  suivantes  : 

^  0  =  A,-^fli  +  Arflr+  A,^fl,^..-f- A,"ö/, 
0  =  A,*  fli  +  A.'-  öo-  +  A/  a,-...  +  A/'aa", 


[3] 


0=  Ai'  «t-f  Ai^afc^-f  i\i"ak^...  -f  A,''«;/', 
0=Ai'a„-\-  A i^fl/  +  A fa^  . . .  +  A /' fl„" ; 


DU,  en  d'autres  termes,  que  Texpression  R  s'ainiulc,  si  Ton  y 
reinplacc,  dans  tous  les  termes,  l'indice  inferieur  i  de  la  lettre  a 
par  une  aw^re  valeur  quelconquc  1,  2...k...n.  En  efTet,  l'ex- 
pression  P,  renfermant  en  facteur  (c,—  a.)  (aa —  0,) ...  (a„ —  0,), 
s'annnle  identiquement,  si  Ton  suppose,  par  exemple,  a.=  flft  : 
le  resultat  de  cette  Substitution  doit  etre  z6ro,  ind^pendam- 
ment  de  toute  valeur  altribu^e  aux  lettres  «i,  Oj •••««•  Les 
termes  doivent  donc  se  detruire  identiquement,  et  etre  ^gaux 
deux  ä  deux  et  de  signes  contraires.  Or,  il  est  evident  que  cette 
identit6  ne  sera  pas  ailöree,  quand  on  consid^rera  les  exposants 
comme  des  indices,  afm  de  passer  de  l'expression  P  ä  l'expres- 
sion  R. 

Les  öquations  [3]  6tant  dömontrees,  on  obtiendra  evidem- 
menl  la  valeur  de  o;,-,  cn  mullipliant  les  cquations  proposöes 
[1]  par  A,%  A<'...A,*',  et  en  les  ajoutant.  Les  coefOcients  de  Xi. 
X2...Xi-i,  Xi+i...x„,  deviendront,  en  effet,  ^gaux  ä  zero,  cn 
vertu  des  öquations  [3] ;  et  le  coefficient  de  Xt  deviendra  6gal  ä 
R,  en  vertu  de  [2]. 
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On  auia  douc  : 

Ra^,=  A,^/,+  A/4-f  ...  +  A,"C 


d'ou     [4]  x,= 


l\ 


Ainsi,  qnand  on  a  forme  le  denominateur  R,  07i  forme  le  numcra- 
teur  d'une  inconnue  quelconqm  x,-,  en  remplacant,  dans  chaque 
termc  de  R,  les  coefficicnts  a,'^,  aj^...a,"  de  x,-  par  Ics  termes  tout 
connus  correspondants  ]j,  la-..!«. 

On  oblienclra,  par  ce  procede,  la  valcur  de  chacune  des  in- 
coiiiiues.  On  voit  que  toutes  ces  valeurs  ont  le  mßme  denomi- 
nateur R.  Si  R*  n'est  pas  nul,  chaque  inconnue  a  une  valeur 
uniquc  et  d^terminee;  et  le  Systeme  des  equations  ne  presente 
aucune  particularite.  L'^lude  de  l'expression  R  conduit  ä  une 
Iheoiie  importante  d'analyse  algebrique,  que  nous  ne  pouvons 
indiquer  ici. 

540.  Nous  donnerons  cependant  quelques  d6veloppements 
sur  la  forme  du  denominateur  R.  Nous  6tablirons  d'abord  la 
proposition  suivante  : 

Theoreme.  Le  produitV,  et,  par  suüe,  lexpressionB.,  change  de 
signe,  sans  changer  de  valeur j  si  deux  indices  cet  d  y  sont  changes 
l'un  dans  Vautre. 

Remarquons,  cn  effet,  que,  dans  le  produit  P,  les  seuls  fac- 
teurs,  sur  lesquels  ce  changement  exerce  une  influence,  sont 
ceux  dans  lesquels  figure  a^  ou  «c,  c'est-ä-dire,  en  supposant 

c<Cc' : 

{Oo—t^h)  («(,— fla)  ••-  («0— «c-i)(«cfi— ac)--(ac~ «c)..«(fl„— «e) 

Si  i'on  change  c  en  c'.  et  c'  en  c  (sans  changer,  bien  entendu, 
c —  l,  c-{-l,c' —  l,c'-|-l,  qui  sont  des  indices  differents  de  c  et 
c'),  ces  iacleurs,  pris  cnsemble,  conservent  les  memes  valeurs 
absolues,  et  ne  fönt  que  se  substituer  les  uns  aux  aulres;  mais 
il  y  en  a  un  certain  nombre  qui  changent  de  signe* 
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1°  Les  facteurs  (öc— Oi)  (öc^aj)...(öc— öc-i)  de  la  premierc 
ligne  et  les  facteurs  {a, —  a^  (0,  — a2)---(ö<, —  ac-x)  de  la  sccündo 
ligne,  ne  fönt  que  se  changer  les  uns  dans  les  autres. 

2°  Les  facteurs  («c+i  —  «c)  («c+2  —  «c)  •  •  •  (Oc-i  —  «0) , 

ßchangent  leurs  valeurs  absolues;  mais  cliacun  d'eux  devlent 
6gal  et  de  signe  contraire  ä  celui  qui  lui  correspoiid.  Ccla  fait 
en  tout  2  (c'  —  c —  1)  cliangemenls  de  signes,  qui  n'exercent  pas 
d'influence  sur  le  signe  du  produit. 

3°  Le  facteur  («c — «c) 

cliange  de  signe  sans  changer  de  valeur. 

4°  Les  facteurs  (öc+i— ff c)  («c-f 2 — ac)...{o„ — «,) 

(öf-c+i—  öoO  («c  +2  —  öc) . . .  {a„—  ((0) 

ne  fönt  que  se  changer  les  uns  dans  les  autres. 

En  r^sumö,  le  seul  changement,  que  subisse  le  produit,  pro- 
vient  du  changement  de  signe  de  {a^ — «c);  et,  par  suile,  P  et  R 
changent  de  signe,  Sans  changer  de  valeur,  lorsqu'on  change  c 
en  c',  et  c'  en  c. 

541.  CoROLLAiRE.  II  r^sultc  de  la  proposition  prßcMente, 
que,  dans  chaque  termc  des  polynomes  P  et  R,  les  exposants  d$  deux 
kltres  Qc  et  ac-  sont  toujours  inegaux. 

Si,  en  effet,  dans  un  termc  deces  expressions,  a^  et  Oa-avaient 
Ic  meme  exposant,  ce  terme  ne  changerait  pas  par  le  change- 
ment des  indices  c  et  c';  il  ferait  donc  partie  du  polynome  -f-P 
et  du  polynome  6gal  et  de  signe  contraire  —  P;  et,  parsuite,  il 
enirerait  deux  fois  dans  P  avec  des  signes  difförents,  et  pourrait 
elre  supprimö. 

II  est  clair,  d'ailleurs^  que  chaque  terme  contient,  au  moins 
une  fois,  chacun  des  facteurs  a^,  ös...««;  et  comme  l'exposant 
de  ces  leltrcs  ne  surpasse  jamais  71,  ils  ne  pcuvent  6tre  tous  dif- 
f^rents,  qu'en  reproduisant,  dans  un  cerlain  ordre,  la  serie  des 
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nombres  1,  2  ...n;  en  sorte  que  le  terme  general  de  P  (ou  de  R, 
car  c'est  la  möme  chose)  est 

«1,  «2.-a,,  designant  les  nombres  cntiers  1,  2...n,  pris  dans 
un  cerlain  ordre. 

On  pourra  douc,  en  intervertissant  convenablement  les  fac- 
teurs,  öcrire  ce  terme  geii6ral  de  la  mani^re  suivante : 

a ptt  p2 • . •  ff"ß,' 

ßii  p2'"ßn,  reprösenlant  aussi  les  nombres  1,  2...?i,  Berits  dans 
un  certain  ordre. 

542.  Formation  de  R.  Gelte  remarque  permet  de  former  tous 
les  termes  de  R ;  mais  il  restc  ä  d6terminer  le  signe  qui  ronvient 
ä  chacun  d'eux.  On  remarquera  pour  cela  que,  si  Ton  change 
dans  R  (559)  deux  indices  införieurs  l'im  dans  l'autre,  R  doit 
clianger  de  signe.  Les  termes  positifs  doivent  donc  se  transfor- 
mer  enceux  qui  sont  acluellement  negatifs,  et  reciproqucment. 
En  faisant  deux  changements  d'indices  de  suile,  les  termes  pri- 
mitivement  positifs  reprendront  le  signe  -f-  (sans  que  pour  cela 
chacun  d'eux  reprenne  sa  valeur) ;  et,  en  general,  un  nombrc 
pair  de  permutations,  effectudies  sur  deux  indices,  changciait 
les  termes  positifs  entre  eux,  tandis  qu'un  nombre  impair  de 
permutations  transformera  les  termes  positifs  en  termes  actuel- 
lement  negatifs,  et  reciproqucment. 

Si  donc  on  veut  savoir,  si  deux  termes  donnös  ont  le  meme 
signe  ou  dessignes  contraires,  il  suffit  de  compter  le  nombre  de 
permutations  d'indices  inferieurs  necessaires  pour  passer  de 
Tun  ä  l'autre  :  si  ce  nombre  est  pair,  les  termes  ont  le  meme 
signe ;  s'il  est  impair,  leur  signe  est  different. 

D'apres  cela,  pour  former  tous  les  termes  de  R,  on  prendra 
le  premier  terme 

a\a\a\...a\; 

puis  on  changera  successivement  les  uns  dans  les  autres  les  in- 
dices inferieurs,  en  ne  faisant  qu'un  scul  changement  ä  la  fois, 
et  changeant  chaque  lois  ie  signe  du  terme  obtenu. 
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Si,  par  exemple,  n  =  3,  on  obtiendra  : 

expressioii  dans  laquelle  chaque  terme  s'oblicnl  da  precedent, 
en  changeant  son  signc,  aprös  avoir  interverli  deux  indices  in- 
f^ricurs  de  la  Ictlre  a. 

Rl5SUMÄ. 

359.  Formule  generale  qui  represente  la  valeur  d'une  inconnue  satis- 
faisant  ä  un  systime  de  n  öquations  ä  n  inconnues. —  340.  Le  deno- 
minateur  comraun  change  de  signe,  lorsqu'on  permute  deux  indices 
inferieurs  Fun  avec  l'autre.  —  341.  Les  indices  superieurs  de  deux 
leltres  sont  toujours  inegaux,  dans  un  meme  tero-e.  —  342.  Forma- 
tion du  denorainateur  commun. 


Alg,  SP.  D.  2(» 


NOTE  II 

THEORIE  DES   FRACTIOKS   CONTIIVUES. 

DßFINITIONS. 

545.  Quand  on  veut  6valuer  approximativement  un  nombre 
X,  la  repr6sentation  la  plus  simple,  mais  souvent  fort  insuffi- 
sanle,  consiste  ä  le  rMuire  a  sa  partie  enliere. 

Lorsque  le  nombre  est  moindre  que  l'unite,  im  lel  mode  de 
repr^sentation  est  non-seulemenl  insuffisant,  mais  dcvient 
absolument  d^risoire.  Dire  qu'un  nombre  est  nul  en  ncgligeant 
les  fractions^  c'esl  commettre  une  erreiir  infinie,  celle-ci  sc  me- 
surant,  on  le  sait,  par  le  rapport  de  la  quanlite  n^gligee  ä  la 
valeur  approchde  obtenue. 

Pour  6valuer  un  fiombre  y  plus  petit  que  l'unite,  on  peut 

considerer    la     valeur   inverse   -,   qui  est  plus  grande    que 
l'unite;  et  si  b  est  la  partie  enliere  de  -,  la  valeur  approch^c 

de  y  scra  -. 

Oela  pos6,  pour  6valuera;avec  une  exaetitude  de  plus  en  plus 
grande,  on  posera 

•^1  '^2  ä.^  Xn 

öj,  Ö2V»  ^n-i  elant  les  plus  gr^nds  nombres  entiers  contcnus 
dans  rr,  a?!,...,  Xn-u  et  Ton  pourra  ^crire 

,        1 


'•'+i+. 


«n-l  +  — 

»*  »1 


Cette  cxpression  se  nomme  une  fraction  continue;  eile  four- 
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nil  la  valeur  exacte  de  x.  Si  Ton  suppiime  la  derniere  fraction 

— ,  tous  les  dönominateurs  öj,  ös,-..,  a„-i  6lant  enliers,  on  aura 

des  valeurs  d'autant  plus  approchöes  qua  n  sera  plus  grand,  et 
dont  nous  allons  etudier  la  loi. 

344.  Nous  d^monlrerons  d'abord  que  la  fraction  conlinue  se 
terminc,  et  que  le  denomlnateur  Xn  dcvlent  necessaireraent 
entier  pour  une  valeur  coiivenable  de  n,  toutes  les  fois  que  x 
est  commensurable. 

p 

Soil  cn  cffet  x  =  ^,  P  et  Pj  6tant  duux  nombres  entiers; 
Pi 
pouroblcnir  a,  il  faut  diviscr  P  [)ar  Pi,  et  l'on  aura 


P: 

=  P,«+P2. 

p» 

elant  moindrc 

que 

Pi, 

P 

1% 

011  en  dcduit 

par 

cons^quent 

Xi 

p, 

'   2 

öl  est  la  parlie  cntiere  de  p-'; 

Soit  P,=  fl,P,  +  Pa. 

P,  etant  moindre  que  P2,  on  en  deduit 

iT-"'+p;' 
P2 

par  cons6quent  Xi=y, 

P., 
CT,  est  la  partie  entiere  de  rf . 

On  voit  claircment  qne  a^,  o^,  03,...  sont  les  quotients  succes- 
sifs  obtenus  en  faisant  sur  les  nombres  P  et  P^  roperation  ordi- 
naire  destin^e  ä  donner  le  plus  grand  eoinniun  diviseur.  On  saii 
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quo  cctle  Operation  se  lermine  toiijour?,  et  que l'iine des divisions | 

P 

succcssives  se  fem  exactemenf.  —  sera  reprösenfe  alors,  saiiS' 

qiic  rien  soit  iiegligö,  par  une  fiaction  continue. 

La  rßciproque  est  evidente  :  une  fraelion  continue  compos^c! 
(Tun  nombre  limile  de  tcrnics  pcut  tonjonis  se  röduire,.par  Icg 
c  ilculs  arillünetiques  les  plu?  simples,  ä  une  fraction  ordinaire 
a  termes  enliers. 

o4o.  Gonsidöroiis  la  fraction  continue 


x  =  a-{ 1 


■■  + 


.  +  1. 


Les  valeurs  approchöcs  succcssives  de  x,  que  l'on  nomnie 
Ics  rcduUcs,  sonl 

1  '  ' 


Ui'  ,      I  '  ,1 

('q  ,1 


On  ]es  oblient  en  ai  relanl  successivement  les  fractions  avant 
Ic  premier  denominaleur  ou  quotient  i'i  omplet  Oj,  ou  avant  le 
second  a^,  Ic  troisieme  Os,  clc... 

Los  i't^duitcs  sonl  alternalivempnt  plus  petites  et  plus  grandes 
que  X. 

a,  en  effet,  est  evidemment  Irop  pctit,  pnisquc,  pour  le 
coinpletcr,  il  Taut  lui  ajouter  une  fraction  positive. 

a-\ est  tiop  grand,  car,  pour  le  coinpleler,  il  faudrait 

augmenter  le  denominateur  Oj. 

a  -\ r-  est  trop  petit,  car,  pour  le  completer,  il  faudraii 

"'  +  ^ 

accroilre  öj,  diminuer  par  consequent  le  ddnominateur  «i  -| 

('2 
et  augmenter  la  valeur  totale  de  l'expression. 
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1 


«1  4-  —  ,    I 

«2  +  — 


est  Irop  grand,  car,  pour  lu  completer,  il 


faudrait  aiiginenter  «3,  diminuer  par  conföquent  <7ä  -f  — ,  aug- 
meiller  par  lä  le  denomiiiateur  de  la  fraction  -7— *— 


,        1 

"1  i 


qiic  Ton  ajoute  ä  a,  et  diminuer  par  coiisöquent  celte  frac- 
tion. 
Le  nienie  raisonnemenl  peut  se  conlinuer  indefiniment. 

PROPRIETES  DES   REDUITES. 

5-50.  Le  calcLil  succcssif  des  reduilcs  est  lies-simple. 
La  prcmiere  reduite  est  a; 
La  seconde  reduite  est 

aA =  — — — . 

«1  ''1 

Ln  troisieme  reduite  s'ol)tiendra  cn  remplacaut,  dans  Ja  se- 
conde, ö.  par  fli  H '■,  eile  est 


«(»,+  !)  +  ■ 


(an^-}-  iV-j-l-a 


«iH — 
«2 

La  qualrienie  reduite  s'ohiiendracnreinplagan!,  dans  la  troi- 
sieme, fli  par  «sH ■)  eile  est 
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Le  calciil  s'applique,  sans  aucune  difficullt',  ä  toutes  les  r6- 
duites  successivenient. 

p  P  :_ 

Si  -f^  et  TT^^sont  deux  r6diiitesconseculives,la  r6duite  sui- 
vante  ~  est  repr6sent6e  par 

Un  ^ 

fl„  6lant  le  dernier  d^nominateur  ou  quotient  incompkt  introduit 

p 

dans  la  formalion  de  ~. 

La  regle  se  verifie  pour  les  premi^res  r^duitcs.  Pour  prouver 
qu'ellc  est  generale,  admellons  qu'clle  soit  vraie  pour  une  va- 
leur  de  n,  et  que  Ton  ait 

P„      P„-,«n4-i'„-,. 


Qn  Un-1^,,  +  Uu-2 

P 

pour  former  la  röduite  suivanle  77^,  il  faudra  rcmplacer  a„ 

Vn+t 

par  a^-] ,  et  Ton  aura 

^"+1  0         (a        \  Mio      ,  (Un-lfln  +  Un-sjön+l   +Qn-l' 

c'est-ä-dire  5n±i  =  j""^"-' +  ^^"-, 

li 
cons^quent  generale. 


P 
La  regle  de  formalion  s'applique  done  h  j~f  et  eile  est  par 

Un+l 


347.  Les  reduites  sont  des  fractions  irreductibles.  Soient  7=r^, 

Vn-2 
P/i  P« 

r— ^,  jY  trois  reduites  cons^cutive?,  on  a,  en  iiommant  a„  le 
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quotient  incomplel  qui  lerrnine  la  fraclion  repr^scnt6e  par  tt-» 

Vn 


[2] 

On  en  deduit 


PS.   ^    I>„_,a,.  +  Pn-. 
On  On-1««  +   Qn-2* 


Pn  P„_.   ^  Pn-,On-.  -Pn-.Qn-,  ^  Pn-»Qn-1  -  Pn-.Q»-» 

'-•^On  U„-l  Qn-l(U«-i''n  +  0„-2)  Un-tü„ 

On  a  aussi,  ideiitiquement, 

^  n     i  J^n-j  '  n-lUn-9 '  n-9Vn-l 

On-1  Q^.~  Q„-lU,.-2 

Les  num^rateurs  des  seconds  membres  sonl  egaux  et  de  signes 
conlraircs.  Par  conseqiK^nt,  si  l'on  calciile  les  differences  de 
chaqiic  rc'duite  avec  la  precedente,  tous  les  numörateurs,  6gaux 
en  valeur  absolue,  seront  alternativement  posillfs  et  nögatifs; 
nials  les  premiöres  r^diiites  sont 

£0  _  .       1j  -  ^'^■  +  ^ 
et  l'on  a 

Lc  nnmeratenr  constant  est  donc  l'unitL',  et  l'on  a,  en  göneral, 

[5]  P„On-,-Pr.-iO„  =  ±l. 

P 
Cctle  öquation  montre  que  la  r6duite  -p  est  irreductible,  car 

fi  Pn  Ol  Qn  avalent  un  facteur  commun,  ce  (iicteur,  divisant  les 
doux  termcs  du  premier  membre  de  requalion  [5],  devrait 
diviscr  leur  diflerence  ±:  1,  ce  qui  est  impossible. 

348.  La  valeur  cxacle  de  la  fraclion  continue  est  compnse  entre 
deux  reduites  consccuüves^  et  chaque  reduite  approche  plus  que  la 
precedente. 
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Considärons  la  fraction 
X  =  a-\ ,    1 

p 

et  soit  ~  la  röduite  obtenue  quand  on  s'arröte  au  quotient 

Un 

incomplet  a„;  soienl  tt^^,  -^^  les  deux  röduilcs  pr^ccdentes, 

Un-l       'On    % 

011  a 


mais,  en  remplagant  o„  par  l'expression  ^„-j 1 

dont  il  reprösente  la  partie  entiere  et  que  nous  iiommons  ar„< . 
011  obliendra  la  fraction  continue  cxacte  o-,  par  consötiueiit 

^  ^  P„_,r„  +  Pn-.^ 

a;„  6tant  un  nombre  compris  enlre  ö„  et  «„  +  1. 
Si  Ton  resout  celte  6quation  par  rapporl  ä  a;„,  on  en  dc'duit 

[61  X  ^^^'^~^—  ^'"-^- 

d'oü 


0    . 


Le  premier  membre  elant  positifet  plus  grand  qne  l'unik^, 

P  ~i       1^ 
X  —  -p— '  ( I  -— — X  sont  de  mßmes  signes,  et  la  seconde  ditTe- 

Vn     2  Un-I 
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rence  est  inoindre  quc  ki  premiere.  Ge  qui  dömonlre  le  iheo- 
rtjuio  6nonc6. 

349.  Ln  fraction  conlinue  6tant  comprise  enlre  deux  r6duit.cs 

p 
consc'culives,  l'crrcur  commise  ens'arretanläune  redüite  t-^,  est 

moindre,  6videmmcnt,  que  la  diff6rence  entre  cette  reduile  et 
la  suivante,  7Y7\ — i  eile  est  plus  petite,  ä  fortiori^  que  l'unit^ 
divis^e  par  le  carre  du  dt'noininalcur  de  la  reduite,  -— j. 

V» 

5i50.  A nenne  fraction  ä  tennes  plus  petits  qne  cenx  d'une 
r^dnite  nc  pcut  approclicr  plus  quelle  de  la  valenr  exacle  de  la 

fraction  continue.  Soit  -  une  fraclion  plus  approcliee  que  la  r6- 
P 

P  P 

duilc  jY  '  ^^^^^  fraction  6videmment  est  comprise  entre  ^  et 

p  a  p 

-p— !■ ,  car  si  la  diffi^rence  -  — rc  est  de  möme  signe  que  ry  —  x, 

a  P 

-est  compris  entre -j^p  et  x;  et  si  eile  est  de  signe  contraire, 

P  ■  V  n 

])  p  ot 

j^  approchanl  nioins  de  x  que  ~,  il  faut  que-  soit  compris 

Un-l  Un  P 

entre  x  et  --^.  La  difTerence 

Un-l 


P  Un-l  PUn-l 

est,  d'aprös  cela,  plus  petite  en  valeur  ahsolue  que 

P  P  -Hl 

^^  On  UnM-UJJ,.-,' 

mais  le  numörateur  de  [8]  est  au  muins  i\ual  ä  celui  de  [9],  puis- 
(pi'il  est  enlier;  le  dcnominatenr  düil  dune  e're  plus  yrand,  et 
Ton  a 

P>On; 
Oll  peul  prouver  que  l'on  a  aussi 

a>Pn, 
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a  P  1^   _        ß 

Ja  fracliori  ^  ötant  comprise  en  effel  enlrc   -^  el  -^ ,  -  est 
compris  entre  ^^^  et  j—^,  et  la  difference 

P  O.-l    ^ßPn-l-«Qnl 

est  plus  peilte  par  consequent  en  va\eur  absolue  que 

On  On-,    __P.-,On-Q»-.Pn f-  _L_  • 

1*  1>  l>     I'  P     l>       .  ' 

'  n  i  n— 1  ^  n  '  n— I  in'  n— 1 

on  en  deduit 

a  P 

Les  deux  tcrmcs  de  -  sont  donc  plus  grands  qnc  ceux  de  t^; 

On  aurait  pu  sc  bornci'  ä  proiiver  que  le  denoiiiin;ileur  jB  est 
US  grand  que  Q„,  i 
duites  de  la  fraclion 


P     P     P  P 

plus  grand  que  Q„,  si  cn  efTet  t^,  .-^,  7^,  ... ,  -r^...  sont  les  rö- 

U»      Ul       Uä  Un 


x=:  a-\ ,     1 

''^  +  7  4- 


a  P  P  _  0 

et  quo  -?oit  compris  entre  -^  cl  --^  :  lesfraclions  inverses  ~ 

1-  Un  U.i-l  Po 

0,      n„ 

rp...,  — ...  seront  les  reduites  de 
1 1      ,  '  » 

1  1 


et  la  fraclion  -  sera  comprise  entre  j~  vi  -r~;  la  demonstratlon 

"  i  n_l  "n 


RESOLUTION  DE  QUELQUES  QUESTIONS  IMPORTANTES.  379 

ne  pouvail  donc  nianqncr  de  sc  faire  absolumenl  de  la  möme 
mani^re  pour-les  fiactions  inverscs. 

FRACTIONS   PßRIODIQUES. 

531.  Soit  la  fraclion 

\       x  =  a-^^    ,    1 

*'^''^  +  -      ,       1 

■"^^+-'   1  , 

dans  laqnelle  les  fractions  inl6grantes  sc  reprodiiisent  p6riodi- 
qiicmcnt  sans  s'arräter  jamais.  On  a  övidemment 

1 


[10]  x  =  a- 


r 


f,  4--   ,  ,      1 


'1   I 


(/2   -r 


-  +  j- 


P 

Soit  pp  la  rMuite  ohtenue  en  s'arrötant  ä  la  fin  de  la  premiörc 

P    _        p 

pf^rioilo,  fY~^t  jr-^  les  deux  rcduites  prec^dentcs,  on  a 

Un-l       Uli    2 

mais,  pour  ol)tcnir  la  fractioii  cumplele  x,  il  faut  övidemmcnt, 

P  1 

d'a|)res[10],  changer  dans  ~,  fl„  eii  a„-j —  ;  on  adonc 

Uli  X  . 

^.  ^  ^^"-'  (""  +./)  +  ' '--^  ^  ('■,.:.^„  -i- 1'„-,;.^'+  Pn-.^  P„.r-f-P„-. 


Q„_,  (^(^.  +  i;j  -f  0,.. 


j?  est  par  consequenl  racine  de  l'oqnalion 

'0„a;^  +  (Om-,  -  P..)a-  -  P„-,  =  0; 
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et  comme  celte  6qualion  n'a  qu'une  racinc  positive,  il  ne  peul 
y  avoir  d'ambiguit^. 

532.  La  valeur  d'une  fraction  p6riodique  mixte  se  calculeia 
par  une  melhode  semblable. 
Soit 

dans  laquelle,  apr^s  n-j-  1  fractions  ,  qiii  n'app;iriienneiit  pas  ä 
la  j  criüde,  commence  la  p(5riode  de  m  tcrmcs.  Soit 


(in  aura 

p        p 

et  si  — ^!^,  -"  sont  les  deux  reduiles  obtenues  en  s'airßlant  aiix 

Vn  -1       \Jn 

iiacions Gl  — ,  on  aura 

P.1/ +!>„.-.. 

1/  clant  connu  d'apies  le  paragraplie  prccödent.  a;lesera  6gale- 
iiiciit.  Soit,  par  exemple, 
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en  posant 


on  aura 


y  y 


Par  consdquent, 


i  +  v'2 
Lcs  r^duites  successives  de  la  fraction  [11]  sont  ; 
3       7       17       41       99       239 

^'   2'    5'   72'   29'    70'   'feg'"' 

et  chacune  de  ces  fractions  approche  de  \/2  plus  qii'aucuiie 
aulre  dont  les  termes  seraient  plus  simples.  L'crrcur  commise 
en  adoptant  rnne  d'olles  est  moindre  que  l'unite  divisöe  par 
le  produit  de  son  dcnoiniiiatcur  par  cclui  de  la  liaclion  sui- 
vanle. 


NOTE  III 

METHODE   D'ELIMIIVATION    DE   BIZOUT    ET    D'EULER. 

533.    Soient  f{x)  =  0,     F(x)  =  0 

deiix  equalions  alg^briques,  Li  premiöre  de  degre  n,laseconde 
de  degre  m  egal  ou  införieur  hn.  Poiir  ('  liiviiiier  o;  entre  les  6qua- 
tions,  il  suffit,  d'apre?  une  remarque  laile  ä  la  meine  6poque 
(1764)  par  Euler  el  par  Bezout,  de  Ics  combiner  entre  elles  par 
addition,  apres  les  avoir  rcspeclivement  mullipliecs  par  deux 
polygones  u  el  u,  le  premier  de  degre  m  —  1  et  le  second  de 
degre  n —  1,  en  choisissant,  bien  cntendii,  les  cocflicients  de 
ces  polynomes  de  maniere  ä  faire  disparailredu  lesultal  lüiites 
les  puissances  de  x.  Les  Equalions  ä  r^soudre  seront  (oujours 
du  premier  degr»^,  el  l'op^ralion,  souvenl  fori  longue,ilesl  vrai, 
ne  presenlera  aueune  difficülle. 
Soient  par  exemple  les  öqualions  ; 

[1]  f{x)  —  ox^-{-bx--{-cx-]-d  =  0, 

[2]  V{x)  =  Xx'-{-Bx-{-G  =  0, 

nous  ecrirons : 

[3]  (J>x  +  Q)  fix)  +  [px'  +qx-{-  r)  F{x)  =  0, 

en  choisissanl  ^,  q,  r,  P,  Q,  de  maniere  ä  faire  disparailre  x 
de  r^qualion  [31,  qui  sera  ajors  le  resullal  de  relimination  ou 
equation  finale. 

Ces  coefficienls  devront,  pour  cela,  satisfaire  aux  Equalions 

aP  +  Ap  =  0 
bV-\-aQ-\-Bp-\-Aq  =  0 
[4]  {  cP  +  60  +  GjJ  -i-  B5  4-  Ar  =0 

dP+  cQ  -i- C(7+Br  =  0 
dQ  +  Cr  =  0. 

Quatre  quelconques  de  ces  equalions  dctcrminent  les  rap- 
ports  des  coefficienls  p,  q,  r,  P,  Q;  le  cinquiemc  doit  ^tre  une 
consequence  des  qualre  autres.  Puisque  qualre  des  equalions 
[4]  ölanl  salisfailes,  l'equalion  [3J  se  reduit  pr^cisemenl  ä  la 


a 

0 

A 

0 

0 

b 

a 

B 

A 

0 

c 

b 

(] 

B 

A 

d 

c 

0 

C 

B 

0 

d 

0 

0 

C 
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cinquieme,  le  Systeme  [4]  doil  adiiietlre  une  solulion  aulre 
quc  p  =  0,  7=0,  r=0,  P  =  o,  0  =  0,  et  pour  cel.'i  il  faut 
que  Ic  dönominateur  cominun,  ou  delcrminant  correspondant, 
soitnul;  r^quation  linale  est  donc 


=  0, 


le  caire  indiquant  le  denominafeur  du  sysleine  des  cinq  equa- 
tions  du  Premier  dcgre  dans  lesqucUes  les  cinq  lignes  horizon- 
tales rcpresentent  les  coefficicnts  des  inconnues  P,  Q,  p,  q^  r. 

534.  La  methode  prec^deiile,  si  facile  et  si  61ef?anle  qu'elle  soit 
cu  theorie,  entiaine  dans  les  appücations  de  tr^s-grandes  lon- 
gueurs.  Si  Ton  vcut  par  exeniple  i'ap|)liquer  ä  deux  (^quations 
de  quatritjme  degre,  le  delei minant  qu'il  faudia  former  sera  le 
deiiominateur  cominun  resullant  de  liuil  equalions  ä  liuit  in- 
connues; il  sc  composede  40  320  termes!  Beaucoup  d'entreeux 
sont,  il  est  vrai,  6gaux  ä  zero ;  mais  la  recherche  des  autres  et  de 
Icur  signe  serait  ui.e  Operation  longue  et  penible,  sinon  difü- 
cile.  II  est  beaucoup  plus  aise  d'climiner  successivcment  les 
puissances  de  x  sans  en  iniroduire  de  degrö  plus  eleve  que 
Celles  qui  figurent  dans  les  6quations  proposöes.  Soient  deux 
6qualions  : 


'^^^  \  A.r"+Bic"-*-f-Ga;"-^ 4.Ha:4-K=0, 

on  commencera  par  leur  siibstituer  deux  equations  de  degrö 
n — 1,  que  Ton  obtient  en  öliminant  enlre  elles  succcssivement 
la  puissance  x*  et  le  terme  independant  de  rr ;  on  supprimü  dans 
le  second  cas  le  facteur  x,  qui  devlent  commun  ä  tous  les  ter- 
mes, et  Ton  obtient  les  deux  6quations  suivantes  : 

[kb  —  flB)  a;"-*  +  (Ac  —  aC)  a;"-^+. .  .  -f  Mi  —  aY^=Q 


t^^  I  (AÄ  — flK)x''-'  +(B/c  — fcK)a;"^-l-...  +  [l/^-//K=0. 

La  möme  methode  appliquce  ä  ce  Systeme  [2]  le  remplacera 
par  deux  6quations  dedcgre  n  —  2 ;  et  cn  continuanl  de  la  sorte, 
on  obliendra  une  seule  equalion  de  degre  zero,  rcsullat  de 
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relimination  enlre  les  deux  equations  du  premier  degrc  qui 
formeront  le  n"  systema.  Gelte  eqiialion  est  l'equation  linale. 

Si  les  deux  6qualions  proposees  ne  sont  pas  de  meme  degre, 
la  niethode  doil.  elre  legereineiit  modifiöe ;  mais  celte  circoii- 
stance,  on  le  coinprend,  ne  peut  que  la  siinplifier.  Soient  par 
exemple  deux  equations,  l'une  de  quatrieme,  l'autre  de  second 
degrö : 

[1]  cx''-{-bx^ -\- corr +  dx-\-e=(^, 

[2]  Aa;^-1- B.r  +  G  =  0; 

on  fera  disparaitre  d'abord  les  tennes  lnd6pendants  de  x,  en 
lelraiichant  rcqualion  [IJmulliplice  par  C,  de  [2]  inulliplii^c  par 
e;  et  en  supprimant  dans  Ic  resullat  le  facteur  x,  on  aura  une 
6qualion  de  Iroisieme  degre,  qui,  cornbinee  de  la  meme  ma- 
nierc  avec  [2],  donnera  une  cqualion  de  second  degre,  et  I'ori 
appliquera  aux  deux  equations  de  sicond  degre  la  mölhode 
generale  indiquee  precädemment. 

3i5o.  On  a  enfm  propose  une  troisiemc  m(^thode,"qui,commc 
les  deux  aulres,  reduit  loules  les  equations  au  premier  degre 
en  y  consid^ranl  les  puissances  diverses  de  la  lettre  ä  61iminer 
comme  autant  d'inconnues  distinctes.  Nous  nommons  celtc  nie- 
thode, d'apres  C^iuchy,  mähode  ahregee  de  Bezout. 

Soient  toujours       f{x)  ~  0,      F{x)  —  0 

deux  equations  algebriqucs,  la  premi^re  de  degrc  n,  la  seconde 
de  degrö  egal  ou  inft^rieur  ä  n;  posons  : 

rn         fi^)  =  «0  ^r"  +  öl  a;"-'  +  •  •  •  +  ««-i  ^  +  "«, 

les  coet'ficienls  dcsigncs  par  b^,  b^,...,  b„,  pouvant  etre,  en  partie, 
egaux  ä  zero. 

Pour  eliniincr  x"  entre  les  equations  [1],  ecrivons-Ics  sous  Li 
forme 

b,x'*i-b,x"-'-{-...-{-t,x' .-=.  —  {b,+,x''-^  ^-  b,^,x'*'+...-{-b„.,x-\-b„y. 

cdesignanlle  nonibrc  n  ou  Tun  (juelconque  des  nombres  infc- 
rieurs,  en  Irs  divisanl  membreämembre,  et  supprimant  le  fac- 
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tGur  x%  commun  aux  deux  termes  du  premicr  membre,  on 
aiira 

et,  en  chassant  les  d^nominateurs,  on  obtiendra  une  ^quation 
de  degre  n  —  1  en  x.  Mais  celte  öqualion  peut  6videmment 
prendre  n  formes  difförentes,  suivant  la  valeur  allribuee  au 
nombre  c,  et  qui  peut  6tre,  nous  l'avons  dit,  Tun  quelconque 
des  nombrcs  non  sup6rieurs  ä  n;  nous  aurons  donc  un  Sys- 
teme de  n  6quations  distinctes,  de  la  forme 

AoM3?"~*  +  Ai,i3;"-2-|-...  +  A„_2,ia;-f  A„.i,i  =  0, 


[2] 


Ao;n-it"-*+Ai, „_,«"-'+... +  A„_i,„_ia;+A„_i,„_i=0, 

dont  la  premiere  et  la  derniere  sont  pr6cisement  Celles  que 
Ton  emploie  dans  la  mclbodc  pröc^dente. 

Pour  eliminer  ic,  il  suflira,  dans  le  Systeme  [2],  de  consid^rer 
X,  x"^,...,  a;"-*  comme  autant  d'inconnues  distinctes,  en  expri- 
mant  que  toutes  ces  equations  sont  compatibles. 

On  peut  remarqucr  qu'en  mullipliant  les  derniers  termes 
A„_i,o,  A„_i,i,...,  A„_i  n-i  par  une  meme  inconnue  nouvelle  w, 
on  formera  un  Systeme  de  n  Equations  ä  n  inconnues  x,  x-,..., 
a;"-*,  u,  dont  on  aperQoit  immediatement  la  Solution  o;  =  0, 
x^  =  0,...,  u=0,  et  comme  eile  ne  peut  convenir,  qu'il  doit 
cn  exisler  une  autre  au  moins  pour  laquelle  w=l,  le  deter- 
minant  du  Systeme  des  coefficients  doit  elre  nul,  et  l'^qualion 
finale  est 

Aq-O  Al.g  As,g  ...      A„_1,0  I 

Aq.i        Ai,i        As,!      •••   A„_i,i         (  ^ 

-0, 

"0;n-l    ■'Mii— 1     ^210—1    ...      A„_j,„_i    ] 

rösultat  beaucoup  plus  simple  que  celui  obtenu  [2o4],  puisquc 
Ic  dclorminant  ä  former  nc  conlient  que  n  colonncs  de  n  qiian- 
tites,  tandis  que  l'autrc,  dans  le  meme  cas,  aurait  conteim  2h 
colonnes.  Or,  le  dötcrminant  de  quatrc  6qualions  ä  qiiatrc 
inconnues  conlient  24  termes,  celui  de  buit  öqualions  ä  huit 
inconnues  en  conticnt  40  320. 
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ET  TANGENTES , 

EXPRIMES  EN  PARTIES  DU   RAYON, 

pour   servil-    ä  la 

r6solution 

des   öquations  transcendantes. 

Are. 

Sinns 

Cosinus. 

Tangente. 

Cotangente. 

Are. 

0 

0» 

0 

1,0000 

0 

CO 

90» 

1,5708 

0,0175 

1» 

0,0175 

0,9998 

0,0175 

57,2900 

89» 

1,,5533 

0,0349 

2» 

0,0349 

0,9994 

0,0349 

28,6363 

88» 

1,.5359 

0,0524 

3" 

0,0523 

0,9086 

0,0524 

19,0811 

87» 

1,6184 

0,0698 

4" 

C,0698 

0,9976 

0,0699 

14,3007 

86» 

1,5010 

0,0873 

5° 

0,0872 

0.9962 

0,0875 

11,4301 
9,5144 

8.5» 

1,4835* 
1.4661 

0,1047 

G'^ 

0,1045* 

0,9945* 

0,1051 

84» 

0,1222 

7" 

0,1219 

0,9925* 

0,1228 

8,1443 

83» 

1,44S6 

0,1396 

8» 

0,1392 

0,9903 

0,1405* 

7,11.54 

82° 

1,4312 

0,1571 

9» 

0,1564 

0,9877 

0,1584 

6,3138 

81» 

1,4137 

0,1745 

lü« 

0,1736 

0,9848 

0,1763 
0,1944 

5,6713 
5,1446 

8ü» 
79» 

1,3963 
1,3788 

(),1'J2U 

il" 

0,1908 

0,9816 

0,2094 

12" 

0,2079 

0,9781 

0,2126 

4,7046 

78« 

1,3614 

0,2269 

13» 

0,2250 

0,9744 

0,2309 

4,3315 

77» 

1,3439 

0,2443 

14° 

0,2419 

0,9703 

0,2493 

4,0108 

7C» 

1,3265 

0,2618 
0,2793 

15» 

0,2588 

0,9659 

0,2679 

3,7321 

75» 
74» 

1,3090 

16» 

0,2756 

0,9613 

0,2867 

3,4874 

1,2915* 

0,2967 

17» 

0,2924 

0,9563 

0,30.57 

3,2709 

73» 

1,2741 

0,3142 

18» 

0,3090 

0,9511 

0,3249 

3,0777 

72» 

1,2566 

0,3316 

19» 

0,3256 

0.9455* 

0,3443 

2,9042 

71» 

1,2392 

0,3'^91 

2U» 
21» 

0,3420 

0,9397 

0,3640 
0,3839 

2,7475 

7Ü» 
69» 

1,2217 

0,3665* 

0.3584 

u,9336 

2.6051 

1,2043 

0,3840 

.,00 

0,3746    . 

0,9272 

0,4043 

2,4751 

GS" 

1,1868 

0,4014 

2:5» 

0.3907 

0.9205* 

0,4245 

2,3.559 

67» 

1,1694 

0,4189 

24» 

0,40G7 

0,9135* 

0,4452 

2,2460 

6(,» 

1,1519 

0,4363 

25» 

0,4226 

0,9063 

0,4663 

2,1445* 

65» 

1,1345 

0,4538 

26» 

0,4384 

0,8988 

0,4877 

2,0503 

6A» 

1,1170 

0,4712 

27» 

0,4.540 

0,8910 

0,.5095* 

1,9626 

63» 

1,0996 

0,4887 

28» 

0,4695 

0,«829 

0,5317 

1,8807 

62» 

1,0821 

0,5061 

29» 

0,4848 

0,8746 

0,5543 

1,8040 

61» 

1,0647 

0,5236 

30» 
31» 

0,5 
0,5150 

0.8660 

0,5774 

1,7321 

60» 

1,0472 

0,5411 

0,8572 

0,6009 

1,6643 

59» 

1,0297 

0,5585* 

32» 

0,.5299 

0,8480 

0,6249 

1.6003 

58" 

1,0123 

0,5760 

3a» 

0.5446 

0,8387 

0,6494 

1 ,5399 

57» 

0,9948 

0,5934 

34» 

0..5592 

0,8290 

0,6745^ 

1,4826 

56» 

0,9774 

0,6109 

35» 

36» 

0,5736 

0.8192 

0,7002 

1,4281 

55° 
54» 

0,9599 
0,9425 

0,6283 

0,5878 

0,80!J0 

0,726.5* 

1,3764 

0,6458 

37» 

0,6018 

0,7986 

0,7536 

1,3270 

53» 

0,9250 

0,6632 

38» 

0,6;.57 

0,7880 

0,7813 

1,2799 

52° 

0,9076 

0,6807 

30» 

0,6293 

0,7771 

0,8098 

1,2349 

51» 

0,8901 

0,6981 

40» 

0,6428 

0,6561 

0,7660 

0,8391 
0,8693 

1,1918 
1,1504 

50° 
49° 

0,8727 

0,7156 

41» 

0,7.547 

0,85.52 

0,7330 

42» 

0,6691 

0,7431 

0,9004 

1,1106 

48» 

0,8378 

0,7505 

43» 

0,6820 

0,7314 

0,932,5* 

1,0724 

47° 

0,8203 

0,7679 

44» 

0,6947 

0,7193 

0,9657 

1,0355* 

46» 

0.8029 

0,7854 

45» 

0,7071 

0,7071 

1, 

1, 

45» 

0,7854 

Are. 

Cosinus. 

Sinus. 

Cotangenie 

Tangente. 

Are. 

A^.  B.  Les  *  places  ä  la  suite  du  cli'lffre  5  indiqtient,  qu'en  calculant  ä  trois  dccimalcb, 
on  doit  augmenter  le  cliiffre  qui  preccde. 
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